
Lista 9

Zadania 1 do 8 stanowi¡ cykl ilustruj¡cy u»ycie algebr Liego do badania grup
(gªównie nilpotentnych) które nie s¡ grupami Liego.

1. Niech X b¦dzie zbiorem, N b¦dzie przestrzni¡ wektorow¡ nad Q z baz¡
X, T [[N ]] =

∏
nN

⊕n b¦dzie uzupeªnieniem algebry tensorowej, LV [[N ]] b¦-
dzie uzupeªnieniem podalgebry Liego T [[N ]] generowanej przez N . W LV [[N ]]
wprowadzamy mno»enie wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a, tzn

xy = log(exp(x) exp(y))

gdzie po prawej stronie mamy mno»enie w T [[N ]]. Poka» »e podgrupa G grupy
otrzymanej z LV [[N ]] z tym dziaªamiem, generowana przez X jest grup¡ woln¡,
tzn, dowolne odwzorowanie X w grup¦ H przedªu»a si¦ jednoznacznie do ho-
momor�zmu G w H.

Wskazówka: Poka» »e ka»dy element G mo»e by¢ jednoznacznie zapisany w
postaci xk11 x

k2
2 . . . xknn gdzie xi ∈ X, xi 6= xi+1, ki ∈ Z, ki 6= 0. Dla jedno-

znaczno±ci rozwi« exp(kixi) w szereg i zauwa» »e produkt szeregów nie mo»e
by¢ równy 1.

2. Niech L b¦dzie nilpotentn¡ algebr¡ Liego stopnia nilpotentno±ci l nad
pier±cieniem R takim »e l! jest odwracalne we R. Wtedy szereg Campbella-
Bakera-Hausdor�a daje dobrze zde�niowane mno»enie w L. Poka» »e je±li I jest
ideaªem w L to wzgl¦dem tego mno»enia I jest podgrup¡ normaln¡. Odwrotnie,
je±li R jest ilorazem Z to ka»da podgrupa normalna L jest tej postaci.

Wskazówka: Niech T b¦dzie podgrup¡ za± I generowan¡ przez ni¡ algebr¡ i
niech I1 = I, IK+1 = [I, Ik]. Indukcyjnie poka» »e T + Ik jest podmoduªem nad
Z, i »e I = T + Ik.

Przypominam de�nicje: Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡ za± M i N b¦d¡ jej
podgrupami. Komutator [M,N ] de�nujemy jako podgrup¦ G generowan¡ przez
elementy postaci ghg−1h−1 dla g ∈ M , h ∈ Gk. Zst¦puj¡cy ci¡g centralny Gn
de�nujemy nast¦puj¡co: G1 = G za± Gk+1 = [G,Gk].

3. Sprawd¹ »e je±liH,M , N s¡ podgrupami normalnymi wG to [[H,M ], N ] ⊂
[[M,N ], H][[H,N ],M ]

4. Poka» »e Gk jest podgrup¡ normaln¡ w G i Gk/Gk+1 le»y w centrum
G/Gk+1 (w szczególno±ci Gk/Gk+1 jest abelowe). Ponadto [Gk, Gl] ⊂ Gk+l.

Wskazówka: Ostatni wzór pokazujemy indukcyjnie przy pomocy zadania 3.
5. Niech Wk = Gk/Gk+1 i W = ⊕kWk. Zakªadamy »e G jest grup¡ nilpo-

tentn¡. Poka» »e na W mo»na zada¢ struktur¦ algebry Liego nad Z tak »e dla
[x] ∈Wk, [y] ∈Wl mamy [[x], [y]] = [xyx−1y−1] ∈Wl+k.

6. Niech H = LV [[N ]] gdzie jak w zadaniu 1 na LV [[N ]] mno»enie wpro-
wadzamy wzorem Campbella-Bakera-Hausdor�a i niech γl b¦dzie podzbiorem
LV [[N ]] skªadajacym si¦ z szeregów których skªadowe jednorodne rz¦du mniej-
szego ni» k s¡ zerami. Niech Hk oznacza elementy zst¦puj¡cego ci¡gu central-
nego dla H. Poka» »e Hk ⊂ γk i »e dla dowolnego l > k zachodzi (Hk +
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γl)/(Hk+1+γl) = LV [N ]k gdzie LV [N ]k jest zbiorem elementów LV [[N ]] które
s¡ tensorami jednorodnymi rz¦du k. Ponadto dla grupy G z zadania 1 zachodzi
Gk = G ∩ γk.

Wskazówka: H/γk+1 jest grup¡ nilpoten¡ stopnia nilpotentno±ci k. Gk+1

le»y w j¡drze dowolnego homomor�zmu z G w grup¦ nilpoten¡ stopnia nilpo-
tentno±ci k.

7. Niech G b¦dzie grup¡ nilpotentn¡. Zakªadamy dodatkowo »e G jest
podzielna i beztorsyjna, tzn. dla dowolnego x ∈ G i caªkowtego n > 0 istnieje
y ∈ G taki »e yn = x. Poka» »e wtedy algebr¦ Liego W grupy G zde�niowan¡ w
zadaniu 5 mo»na potraktowa¢ jako algebr¦ Liego nad liczbami wymiernymi za±
G jest izomor�czna z grup¡ otrzyman¡ przy pomocy wzoru Campbella-Bakera-
Hausdor�a z W . W szczególno±ci takie grupy s¡ izomor�czne wtedy i tylko
wtedy gdy ich algebry Liego s¡ izomor�czne.

Wskazówka: Niech X b¦dzie baz¡ W1 nad Q. Z zadania 1 wywnioskuj »e
istnieje homomor�zm z podgrupy LV [[W1]] generowanej przezW1 na G. Reszt¦
dosta« z zada« 6 i 2.

8. Niech G b¦dzie sko«czon¡ p-grup¡ (tzn. G ma pk elementów dla pownego
k) stopnia nilpotentno±ci l < p. Zauwa» »e na algebrze Liego W grupy G wzór
Campbella-Bakera-Hausdor�a zadaje struktur¦ grupy i »e G jest izomor�czna
z W .

Wskazówka: Zadanie 6 pokazuje »e G jest ilorazem "wolnej"grupy nilpotent-
nej stopnia nilpotentno±ci l. T¡ grup¦ mo»na traktowa¢ jako podgrup¦ wolnej
algebry nilpotenej nad pier±cieniem Z/(pkZ).

9. Opisz struktur¦ S ⊗R G je±li R to liczby rzeczywiste za± S to liczby
zespolone. W szczególno±ci, co wyjdzie je±li G to:

• algebra rzeczywistych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy 2× 2 o ±ladzie 0

• algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2× 2 o ±ladzie 0

Algebr¦ Liego nazywamy póªprost¡ je±li nie zawiera nietrywialnych ideaªów
rozwi¡zalnych.

10. Poka» »e suma prosta algebr póªprostych jest póªprosta.
11. Niech ciaªo F b¦dzie rozszerzeniem algebraicznym ciaªa K. Poka» »e

algebra Liego A nad ciaªem K jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy algebra
AF = F ⊗K A jest póªprosta jako algebra Liego nad F .

Wskazówka: Aby pokaza¢ »e AF jest póªprosta wystarczy to zrobi¢ w przy-
padku gdy rozszerzenie F/K jest sko«czone. U»yj wtedy poprzedniego zadania.

Nilradykaªem s algebry Liego L nazywamy podzbiór L taki »e ka»dy element
s ∈ s dziaªa jak zero w ka»dym L-module prostym tzn.

s = {s ∈ L : ∀V ∀v∈V V jest prosty =⇒ sv = 0}

12. Zakªadamy »e L jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ nad ciaªem. Poka»
»e w de�nicji nilradykaªu mo»na by rozpatrywa¢ sko«czenie wymiarowe (nieko-
niecznie proste) moduªy Liego i »¡da¢ »e s dziaªa przez operatory nilpotentne.
Ponadto

• je±li algebra L jest póªprosta to s = {0},

• s jest ideaªem nilpotentnym,
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• je±li algebra L jest abelowa to s = {0},

• s ⊂ [L,L],

• je±li L jest rozwi¡zalna nad ciaªem charakterystyki 0 to s = [L,L].

13. Rozwa»amy sko«czenie wymiarowe algebry Liego nad ciaªem charakte-
rystyki 0. Poka» »e je±li N ⊂ A ⊂ L, N jest podalgebr¡ Cartana w L, A jest
podalgebr¡ L, to N jest podalgebr¡ Cartana w A.

14. Algebra Liego L (nad ciaªem liczb rzeczywistych) ma baz¦X, Y , Z, T , S
z relacjami [X,Y ] = Z, [X,T ] = T , [Y, S] = S (pozostaªe komutatory elementów
bazy to 0). Poka» je±li a, b s¡ dowolnymi ustalonymi liczbami to podalgebra
generowana przez elementy postaci X + aT, Y + bS, Z jest podalgebr¡ Cartana
w L. Ponadto ka»da podalgebra Cartana L jest takiej postaci.

15. Niech L b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem dowolnej
charakterystyki i C b¦dzie podalgebr¡ Cartana w L. Poka» »e L = C + [L,L].

16. Niech L b¦dzie rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego nad ciaªem algebraicznie do-
mkni¦tym charakterystyki 0 i niech N b¦dzie podalgebr¡ Cartana w L. Wiemy
»e

L = N ⊕
⊕
λ6=0

Lλ = N ⊕ V

gdzie λ s¡ funkcjonaªami pierwiastkowymi za± Lλ odpowiednimi podprzestrze-
niami pierwiastkowymi. Ka»de λ rozszerzamy z N na L kªad¡c λ(x) = 0 dla
x ∈ V . Poka» »e to poprawnie de�niuje λ na L i »e tak rozszerzone λ nie zale»¡
od wyboru N .

17. Poka» »e je±li D jest ró»niczkowaniem sko«czenie wymiarowej rozwi¡-
zalnej algebry Liego L nad ciaªem charakterystyki 0 to dla dowolnego x ∈ L
operator adDx jest nilpotentny. Wywnioskuj st¡d »e funkcjonaªy pierwiastkowe
λ z poprzedniego zadania speªniaj¡ λ(Dx) = 0. Ponadto, je±li G spójn¡ grup¡
automor�zmów L, to λ s¡ niezmiennicze na dziaªanie G.

Wskazówka: Algebra ró»niczkowa« generowana przez D i L jest rozwi¡zalna.
18. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego zwartej grupy Liego G. Uzasadnij »e

podalgebra Cartana w A jest przemienna. Ponadto A jest sum¡ prost¡ algebr
prostych i algebry przemiennej.

Wskazówka: U»yj wyniki zada« 5 i 6 z listy 8.
19. Niech A b¦dzie algebr¡ Liego za± R b¦dzie maksymalnym ideaªem roz-

wi¡zalnym w R uzasadnij »e A/R jest algebr¡ póªprost¡.
20. Uzasadnij »e algebra sl(2,C) potraktowana jako algebra Liego nad R

jest algebr¡ prost¡. Co otrzymamy po rozszerzeniu skalarów z R do C?
Wskazówka: Pokazuj¡c prostot¦ mno»enie przez jednostk¦ urojon¡ i mo»na

zapisa¢ jako superpozycj¦ ad dla odpowiednich elementów naszej algebry.
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