Lista 9

Zadania 1 do 8 stanowia cykl ilustrujacy uzycie algebr Liego do badania grup
(glownie nilpotentnych) ktore nie sg grupami Liego.

1. Niech X bedzie zbiorem, N bedzie przestrznig wektorowa nad Q z baza
X, T[[N]] = TI,, N®" bedzie uzupelnieniem algebry tensorowej, LV[[N]| be-
dzie uzupelnieniem podalgebry Liego T'[[N]] generowanej przez N. W LV[[N]]
wprowadzamy mnozenie wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa, tzn

xy = log(exp(x) exp(y))

gdzie po prawej stronie mamy mnozenie w T[[N]]. Pokaz ze podgrupa G grupy
otrzymanej z LV[[N]] z tym dzialamiem, generowana przez X jest grupa wolna,
tzn, dowolne odwzorowanie X w grupe H przedtuza sie jednoznacznie do ho-
momorfizmu G w H.

Wskazowka: Pokaz ze kazdy element G moze by¢ jednoznacznie zapisany w
postaci x’flxlgz...xﬁ" gdzie z; € X, x; # xi41, ki € Z, k; # 0. Dla jedno-
znacznosci rozwin exp(k;x;) w szereg i zauwaz ze produkt szeregdéw nie moze
by¢ réwny 1.

2. Niech L bedzie nilpotentna algebra Liego stopnia nilpotentnosci [ nad
pierscieniem R takim ze [! jest odwracalne we R. Wtedy szereg Campbella-
Bakera-Hausdorffa daje dobrze zdefiniowane mnozenie w L. Pokaz ze jesli I jest
idealem w L to wzgledem tego mnozenia I jest podgrupa normalng. Odwrotnie,
jesli R jest ilorazem Z to kazda podgrupa normalna L jest tej postaci.

Wskazowka: Niech 7' bedzie podgrupa zas I generowana przez nia algebra i
niech Iy = I, Ix 1 = [I, Ii]. Indukecyjnie pokaz ze T + I jest podmodutem nad
Zyize I =T+ I.

Przypominam definicje: Niech G bedzie dowolng grupa za§ M i N bedy jej
podgrupami. Komutator [M, N] definujemy jako podgrupe G generowana przez
elementy postaci ghg~*h~' dla g € M, h € G},. Zstepujacy ciag centralny G,
definujemy nastepujaco: G1 = G za$ Gi41 = [G, Gi].

3. Sprawdz ze jesli H, M, N sa podgrupami normalnymi w G to [[H, M], N| C
[[M, N], H][[H, N], M]

4. Pokaz 7e G}, jest podgrupa normalng w G i G /Gg41 lezy w centrum
G/Gr41 (w szczegolnosci Gy /Giy1 jest abelowe). Ponadto [G, Gi] C G-

Wskazowka: Ostatni wzér pokazujemy indukeyjnie przy pomocy zadania 3.

5. Niech Wy = G /G411 W = @ Wy. Zakladamy ze G jest grupa nilpo-
tentna. Pokaz ze na W mozna zada¢ strukture algebry Liego nad Z tak ze dla
[z] € Wi, [y] € Wi mamy [[z], [y]] = [vyz~'y~'] € Wigy.

6. Niech H = LV[[N]] gdzie jak w zadaniu 1 na LV[[N]] mnozenie wpro-
wadzamy wzorem Campbella-Bakera-Hausdorffa i niech v; bedzie podzbiorem
LV[[N]] sktadajacym sie z szeregow ktorych sktadowe jednorodne rzedu mniej-
szego niz k sa zerami. Niech Hj oznacza elementy zstepujacego ciagu central-
nego dla H. Pokaz ze Hy C 7 i ze dla dowolnego | > k zachodzi (Hy +



)/ (Hig+1+v) = LV[N]y gdzie LV [N]y, jest zbiorem elementéw LV [[N]] ktore
sg tensorami jednorodnymi rzedu k. Ponadto dla grupy G z zadania 1 zachodzi
G =GNy

Wskazowka: H/~i+1 jest grupa nilpotena stopnia nilpotentnosci k. Gy
lezy w jadrze dowolnego homomorfizmu z G w grupe nilpoteng stopnia nilpo-
tentnosci k.

7. Niech G bedzie grupa nilpotentna. Zakladamy dodatkowo ze G jest
podzielna i beztorsyjna, tzn. dla dowolnego x € G i catkowtego n > 0 istnieje
y € G taki ze y"™ = x. Pokaz ze wtedy algebre Liego W grupy G zdefiniowana w
zadaniu 5 mozna potraktowacé jako algebre Liego nad liczbami wymiernymi za$
G jest izomorficzna z grupa otrzymang przy pomocy wzoru Campbella-Bakera-
Hausdorffa z W. W szczegblnosci takie grupy sag izomorficzne wtedy i tylko
wtedy gdy ich algebry Liego sa izomorficzne.

Wskazowka: Niech X bedzie baza W7 nad Q. Z zadania 1 wywnioskuj ze
istnieje homomorfizm z podgrupy LV [[W;]] generowanej przez Wi na G. Reszte
dostan z zadan 6 i 2.

8. Niech G bedzie skoticzong p-grupa (tzn. G ma p* elementéw dla pownego
k) stopnia nilpotentnosci | < p. Zauwaz ze na algebrze Liego W grupy G wzor
Campbella-Bakera-Hausdorffa zadaje strukture grupy i ze G jest izomorficzna
z W.

Wskazowka: Zadanie 6 pokazuje ze G jest ilorazem "wolnej"grupy nilpotent-
nej stopnia nilpotentnoéci I. Ta grupe mozna traktowaé jako podgrupe wolnej
algebry nilpotenej nad pierécieniem Z/(p*7Z).

9. Opisz strukture S @ G jesli R to liczby rzeczywiste zas S to liczby
zespolone. W szczegdlnosci, co wyjdzie jesli G to:

e algebra rzeczywistych macierzy 2 x 2 o §ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy 2 x 2 o $ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2 x 2 o §ladzie 0

Algebre Liego nazywamy poéiprosta jesli nie zawiera nietrywialnych ideatow
rozwigzalnych.

10. Pokaz ze suma prosta algebr pélprostych jest poltprosta.

11. Niech cialo F' bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciatla K. Pokaz ze
algebra Liego A nad cialem K jest poélprosta wtedy i tylko wtedy gdy algebra
Ap = F ®k A jest potprosta jako algebra Liego nad F'.

Wskazowka: Aby pokazaé ze A jest polprosta wystarczy to zrobi¢ w przy-
padku gdy rozszerzenie F'/ K jest skoniczone. Uzyj wtedy poprzedniego zadania.

Nilradykalem s algebry Liego L nazywamy podzbiér L taki ze kazdy element
s € s dziala jak zero w kazdym L-module prostym tzn.

s={s € L:VyVyeyV jest prosty = sv =0}

12. Zaktadamy ze L jest skonczenie wymiarowa algebra nad cialem. Pokaz
ze w definicji nilradykalu mozna by rozpatrywaé skoniczenie wymiarowe (nieko-
niecznie proste) moduly Liego i zadaé ze s dziala przez operatory nilpotentne.
Ponadto

e jesli algebra L jest polprosta to s = {0},

e s jest idealem nilpotentnym,



e jesli algebra L jest abelowa to s = {0},
e sC L1,
e jesli L jest rozwiazalna nad cialem charakterystyki 0 to s = [L, L].

13. Rozwazamy skoniczenie wymiarowe algebry Liego nad ciatem charakte-
rystyki 0. Pokaz ze jesli N C A C L, N jest podalgebra Cartana w L, A jest
podalgebra L, to N jest podalgebra Cartana w A.

14. Algebra Liego L (nad ciatem liczb rzeczywistych) mabaze X, Y, Z, T, S
zrelacjami [X,Y] = Z, [X,T]| =T, [Y, S] = S (pozostale komutatory elementow
bazy to 0). Pokaz jesli a,b sa dowolnymi ustalonymi liczbami to podalgebra
generowana przez elementy postaci X + aT,Y + bS, Z jest podalgebrg Cartana
w L. Ponadto kazda podalgebra Cartana L jest takiej postaci.

15. Niech L bedzie skoniczenie wymiarowg algebra Liego nad ciatem dowolnej
charakterystyki i C' bedzie podalgebra Cartana w L. Pokaz ze L = C + [L, L].

16. Niech L bedzie rozwiazalng algebra Liego nad cialem algebraicznie do-
mknietym charakterystyki 0 i niech N bedzie podalgebra Cartana w L. Wiemy
7€

L=NoPL=NoV
A#£0

gdzie X\ sa funkcjonatami pierwiastkowymi zas Ly odpowiednimi podprzestrze-
niami pierwiastkowymi. Kazde A rozszerzamy z N na L ktadac A(z) = 0 dla
x € V. Pokaz ze to poprawnie definiuje A na L i ze tak rozszerzone A nie zaleza
od wyboru N.

17. Pokaz ze je§li D jest rozniczkowaniem skoriczenie wymiarowej rozwia-
zalnej algebry Liego L nad cialem charakterystyki 0 to dla dowolnego x € L
operator adp, jest nilpotentny. Wywnioskuj stad ze funkcjonaty pierwiastkowe
A z poprzedniego zadania spelniaja A(Dx) = 0. Ponadto, jesli G spdjna grupa
automorfizméw L, to A sa niezmiennicze na dzialanie G.

Wskazowka: Algebra rézniczkowan generowana przez D i L jest rozwigzalna.

18. Niech A bedzie algebra Liego zwartej grupy Liego G. Uzasadnij ze
podalgebra Cartana w A jest przemienna. Ponadto A jest suma prosta algebr
prostych i algebry przemiennej.

Wskazowka: Uzyj wyniki zadan 5 i 6 z listy 8.

19. Niech A bedzie algebra Liego za$ R bedzie maksymalnym ideatem roz-
wiazalnym w R uzasadnij ze A/R jest algebra potprosta.

20. Uzasadnij ze algebra sl(2,C) potraktowana jako algebra Liego nad R
jest algebra prosta. Co otrzymamy po rozszerzeniu skalarow z R do C?

Wskazowka: Pokazujac prostote mnozenie przez jednostke urojona ¢ mozna
zapisaé jako superpozycje ad dla odpowiednich elementéw naszej algebry.



