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De�nicja: Grupa Liego to grupa ze struktur¡ rozmaito±ci ró»niczkowej taka
»e operacje grupowe s¡ gªadkie (C∞).

Przykªady:
0. Prosta rzeczywista czy ogólniej Rn z dodawaniem.
1. Grupa Heisenberga, tzn. R3 z mno»eniem zadanym wzorem

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +
1

2
(x1y2 − x2y1)).

Ta grupa jest izomor�czna z grup¡ macierzy postaci: 1 x z
0 1 y
0 0 1

 .

2. R2 z mno»eniem zadanym wzorem

(x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2, exp(x2)y1 + y2).

Ta grupa jest izomor�czna z grup¡ przeksztaªce« a�nicznych prostej zachowu-
j¡cych orientacj¦.

3. Grupa izometrii pªaszczyzny (czy ogólniej Rn).
4. Grupa przeksztaªce« ortogonalnych R3.
5. Grupa SL(2,R) macierzy rzeczywistych 2 na 2 o wyznaczniku 1.
Pole wektorowe na rozmaito±ci ró»niczkowej M to odwzorowanie X z M

w TM takie »e π(X) gdzie π jest naturalnym rzutowaniem z TM na M jest
identyczno±ci¡. Innymi sªowy X(x) ∈ TMx.

Gªadkie pole wektorowe X na rozmaito±ci ró»niczkowej M mo»na uto»sa-
mia¢ z operatorem ró»niczkowym X : C∞(M)→ C∞(M) który jest ró»niczko-
waniem, tzn. speªnia wzór Leibnitza X(fg) = (Xf)g + f(Xg).

Lewe (prawe) przesuni¦cie Lg (Rgr) funkcji na grupie Liego G de�niujemy
wzorem

(Lgf)(x) = f(g−1x),

(Rgf)(x) = f(xg).

Mo»na sprawdzi¢ »e Lg1(Lg2f) = Lg1g2f i Rg1(Rg2f) = Rg1g2f .
Mówimy »e pole wektorowe X jest niezmiennicze na lewe przesuni¦cia jesli

X(Lgf) = Lg(XF )

Odpowiednio X jest niezmiennicze na prawe przesuni¦cia je±li

X(Rgf) = Rg(XF ).
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De�nicja. Algebra Liego g grupy Liego G to zbiór prawostronnie niezmien-
niczych pól wektorowych na G. Algebra Liego g ma struktur¦ przestrzeni wek-
torowej nad R, mianowicie dodawanie pól wektorowych i mno»enie przez liczb¦
zachowuje pola prawostronnie niezmiennicze.

Prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe jest jednoznacznie wyznaczone
przez swoj¡ warto±¢ w jednym punkcie, np. jedynce e. A wi¦c algebra Liego g
grupy Liego G jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡. Na algebrze
Liego grupy Liego G wprowadzamy dodatkow¡ operacje, tzn. nawias Liego
wzorem

[X,Y ] = XY − Y X.

Wida¢ »e jest to pole prawostronnie niezmiennicze, czyli nawias Liego jest dobrze
zde�niowany.

Nawias Liego jest R-liniowy, antysymetryczny

[X,Y ] = −[Y,X]

i speªnia to»samo±¢ Jacobiego

[X, [Y,Z]] = [[X,Y ], Z] + [Y, [X,Z]].

Ogólniej je±li R jest pier±cieniem przemiennym, A jest moduªem nad R za-
opatrzonym w R-liniow¡ operacj¦ [·, ·] : A× A→ A (nawias Liego) to mówimy
»e A jest algebr¡ Liego nad R je±li [x, x] = 0 (to jest dobra de�nicja antysymetrii
w ogólnym przypadku) i nawias Liego speªnia to»samo±¢ Jacobiego.

Homomor�zm algebr Liego nad R de�niujemy jako odworowanie h które jest
R-liniowe i przeprowadza nawias Liego na nawias Liego

h([x, y]) = [h(x), h(y)].

Lemat 0.1 Je±li h jest gªadkim homomor�zmen grupy Liego G w grup¦ Liego

H, to pochodna h w jedynce grupy G daje homomor�zm algebr Liego.

Uwaga: Tu korzystamy z tego wektor styczny w jedynce jednoznacznie wy-
znacza prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe.

Dowód: Oczywi±cie pochodna daje odwzorowanie R-liniowe. A wi¦c wystar-
czy pokaza¢ »e pochodna przeprowadza nawias Liego na nawias Liego. Niech
X,Y b¦d¡ prawostronnie niezmienniczymi polami wekorowymi na G za± X̃, Ỹ
ich obrazmi przez pochodn¡ h. Jako »e h jest homomor�zmem, to X jest h-
zwi¡zane z X̃, tzn.

X̃(h(g)) = (Dh)gX(g)

gdzie (Dh)g oznacza pochodn¡ h w g. Podobnie Y i Ỹ s¡ h-zwi¡zane. Niech
f ∈ C∞(H) b¦dzie dowolne. Jako »e pola s¡ h-zwi¡zane to mamy

X(f ◦ h) = (X̃f) ◦ h

i podobnie dla Y . Teraz

[X,Y ](f ◦ h) = (XY − Y X)(f ◦ h)

= ((X̃Ỹ − Ỹ X̃)f) ◦ h = ([X̃, Ỹ ]f) ◦ h
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co oznacza »e warto±¢ [X̃, Ỹ ] w jedynce H jest obrazem [X,Y ] przez pochodn¡
h. �

Algebr¦ Liego g grupy Liego G mo»emy wyznacza¢ wyznaczaj¡c najpierw
prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe na G wzorem:

(Xf)(g) = ∂tf(γ(t)g)|t=0

gdzie γ jest dowolnie wybran¡ krzyw¡ gªadk¡ z wektorem stycznym dla t = 0
równym X(e). Wzór ten mo»na uzasadni¢ nast¦puj¡co: jasne jest »e wzór da
prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe. Dobieraj¡c γ mo»emy dosta¢ do-
wolne X(e), czyli w ten sposób dostaniemy wszystkie prawostronnie niezmien-
nicze pole wektorowe na G.

W praktyce mo»emy si¦ ograniczy¢ do krzywych takich »e ich wektory styczne
daj¡ baz¦ przestrzeni stycznej w e.

Przykªad. Dla grupy Heisenberga mo»emy u»y¢ krzywych γX(t) = (t, 0, 0),
γY (t) = (0, t, 0), γZ(t) = (0, 0, t). Mamy

(Xf)((x, y, z)) = ∂tf((t, 0, 0)(x, y, z))|t=0

= ∂tf(t+ x, y, z +
1

2
ty)|t=0 = (∂xf +

1

2
y∂zf)((x, y, z))

czyli

X = ∂x +
1

2
y∂z.

Podobnie

Y = ∂y −
1

2
x∂z,

Z = ∂z

Wspóªczynniki X i Y nie zale»¡ od z, czyli

[X,Z] = [Y,Z] = 0.

Naiwnie nawias Liego [X,Y ] mo»na policzy¢ nast¦puj¡co. Mamy

([X,Y ]f = (XY −Y X)f = (∂x+
1

2
y∂z)(∂y−

1

2
x∂z)f−(∂y−

1

2
x∂z)(∂x+

1

2
y∂z)f

= (∂x∂y −
1

2
∂xx∂z +

1

2
y∂z∂y −

1

4
y∂zx∂z)f

−(∂y∂x + ∂y
1

2
y∂z −

1

2
x∂z∂x −

1

4
x∂zy∂z)f.

Teraz korzystamy z przemienno±ci pochodnych cz¡stkowych: ∂x∂y = ∂y∂x. Da-
lej, u»ywaj¡c wzór Leibnitza

x∂zy∂zf = xy∂2zf,

y∂zx∂zf = xy∂2zf,

∂xx∂zf = x∂x∂zf + (∂xx)∂zf = x∂x∂zf + ∂zf,
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∂yy∂zf = y∂y∂zf + ∂zf.

Wstawiaj¡c to do wzoru wy»ej daj¡cego [X,Y ] mamy

[X,Y ] = (∂x∂y −
1

2
x∂x∂z −

1

2
∂z +

1

2
y∂y∂z −

1

4
xy∂2z )

−(∂x∂y +
1

2
y∂y∂z +

1

2
∂z −

1

2
x∂z∂x −

1

4
xy∂2z ).

Teraz wi¦kszo±¢ wyrazów si¦ kasuje co daje nam

[X,Y ] = −∂z = −Z.

Nieco sprytniej mo»na skorzysta¢ z wªasno±ci komutora pól wektorowych:

[X,Y ] = [∂x+
1

2
y∂z, ∂y−

1

2
x∂z] = [∂x, ∂y]+

1

2
[y∂z, ∂y]−

1

2
[∂x, x∂z]−

1

4
[y∂z, x∂z].

Jak wy»ej
∂xx∂z = x∂x∂z + ∂z = x∂z∂x + ∂z

czyli
[∂x, x∂z] = ∂z.

Podobnie
[y∂z, ∂y] = −[∂y, y∂z] = −∂z,

[∂x, ∂y] = 0,

[y∂z, x∂z] = 0.

Czyli

[X,Y ] =
1

2
([y∂z, ∂y]− [∂x, x∂z]) =

1

2
(−∂z − ∂z) = −∂z.
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