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Definicja: Grupa Liego to grupa ze struktura rozmaitosci rézniczkowej taka
ze operacje grupowe sa gladkie (C').

Przyktlady:

0. Prosta rzeczywista czy ogélniej R™ z dodawaniem.

1. Grupa Heisenberga, tzn. R? z mnozeniem zadanym wzorem

1
(T1,91,21) (72, Y2, 22) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + 5(1713/2 — T2y1))-

Ta grupa jest izomorficzna z grupg macierzy postaci:
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2. R? z mnozeniem zadanym wzorem

(1,y1)(z2,y2) = (1 + 22, exp(z2)y1 + Y2)-

Ta grupa jest izomorficzna z grupa przeksztalcen afinicznych prostej zachowu-
jacych orientacje.

3. Grupa izometrii plaszczyzny (czy ogolniej R™).

4. Grupa przeksztatcen ortogonalnych R3.

5. Grupa SL(2,R) macierzy rzeczywistych 2 na 2 o wyznaczniku 1.

Pole wektorowe na rozmaitosci rézniczkowej M to odwzorowanie X z M
w TM takie ze w(X) gdzie 7 jest naturalnym rzutowaniem z T'M na M jest
identycznoscia. Innymi stowy X (z) € TM,.

Gladkie pole wektorowe X na rozmaitosci rézniczkowej M mozna utozsa-
mia¢ z operatorem rozniczkowym X : C°(M) — C°°(M) ktory jest rozniczko-
waniem, tzn. spelnia wzor Leibnitza X (fg) = (X f)g + f(Xg).

Lewe (prawe) przesuniecie Ly (R,yr) funkeji na grupie Liego G definiujemy
wzorem

(Lyf)(x) = flg~ ),
(R f)(x) = f(zg).
Mozna sprawdzi¢ ze Lg, (Lg, [) = Lg,g, f i Ry, (Rg, f) = Ry g, f-
Moéwimy ze pole wektorowe X jest niezmiennicze na lewe przesuniecia jesli

X(Lgf) = Lg(XF)
Odpowiednio X jest niezmiennicze na prawe przesuniecia jesli

X(Ryf) = Rg(XF).



Definicja. Algebra Liego g grupy Liego G to zbior prawostronnie niezmien-
niczych pol wektorowych na G. Algebra Liego g ma strukture przestrzeni wek-
torowej nad R, mianowicie dodawanie pél wektorowych i mnozenie przez liczbe
zachowuje pola prawostronnie niezmiennicze.

Prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe jest jednoznacznie wyznaczone
przez swoja warto$¢ w jednym punkcie, np. jedynce e. A wiec algebra Liego g
grupy Liego G jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa. Na algebrze
Liego grupy Liego G wprowadzamy dodatkowa operacje, tzn. nawias Liego
wzorem

[X,Y]=XY - YX.

Widaé ze jest to pole prawostronnie niezmiennicze, czyli nawias Liego jest dobrze
zdefiniowany.
Nawias Liego jest R-liniowy, antysymetryczny

(X, Y] = -[Y, X]
i spelnia tozsamos¢ Jacobiego

Ogolniej jesli R jest pier§cieniem przemiennym, A jest modutem nad R za-
opatrzonym w R-liniowa operacje [-,-] : A x A — A (nawias Liego) to méwimy
7e A jest algebra Liego nad R jedli [z, z] = 0 (to jest dobra definicja antysymetrii
w og6lnym przypadku) i nawias Liego spelnia tozsamosé Jacobiego.

Homomorfizm algebr Liego nad R definiujemy jako odworowanie h ktore jest
R-liniowe i przeprowadza nawias Liego na nawias Liego

W[z, y]) = [h(2), h(y)]-

Lemat 0.1 Jesli h jest gtadkim homomorfizmen grupy Liego G w grupe Liego
H, to pochodna h w jedynce grupy G daje homomorfizm algebr Liego.

Uwaga: Tu korzystamy z tego wektor styczny w jedynce jednoznacznie wy-
znacza prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe.

Dowo6d: OczywiScie pochodna daje odwzorowanie R-liniowe. A wiec wystar-
czy pokazaé ze pochodna przeprowadza nawias Liego na nawias Liego. Niech
X, Y beda prawostronnie niezmienniczymi polami wekorowymi na G za$ XY
ich obrazmi przez pochodng h. Jako ze h jest homomorfizmem, to X jest h-
zwiazane z X, tzn.

X(h(g)) = (Dh)yX(9)

gdzie (Dh), oznacza pochodna h w g. Podobnie Y i Y sa h-zwiazane. Niech
f € C*(H) bedzie dowolne. Jako ze pola sa h-zwiazane to mamy

X(foh)=(Xf)oh
i podobnie dla Y. Teraz
(X, Y](foh)=(XY -YX)(foh)

= (XY -YX)f)oh = ([X,

~h

[f)eh



co oznacza ze wartos¢ [X,Y] w jedynce H jest obrazem [X,Y] przez pochodng
h. O

Algebre Liego g grupy Liego G mozemy wyznaczal¢ wyznaczajac najpierw
prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe na G wzorem:

(Xf)(g) = 0cf(v(t)g)lt=0

gdzie 7 jest dowolnie wybrana krzywa gladka z wektorem stycznym dla ¢ = 0
rownym X (e). Wzoér ten mozna uzasadni¢ nastepujaco: jasne jest ze wzor da
prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe. Dobierajac v mozemy dosta¢ do-
wolne X (e), czyli w ten sposob dostaniemy wszystkie prawostronnie niezmien-
nicze pole wektorowe na G.

W praktyce mozemy sie ograniczy¢ do krzywych takich ze ich wektory styczne
daja baze przestrzeni stycznej w e.

Przyklad. Dla grupy Heisenberga mozemy uzyé¢ krzywych vx () = (¢,0,0),
Yy (t) = (0,¢,0), vz(t) = (0,0,¢). Mamy

(Xf)((l?,y, Z)) = atf((t707 0)(I, y7z))|t:0

=0 f(t+z,y,2+ %ty)lt:o = (0uf + %yazf)((af,% z))

czyli
X =0, + 1yaz.
2
Podobnie
Y =0, — %xaz,
Z =0,

Wspétezynniki X i Y nie zaleza od z, czyli
[X,Z]=[Y,Z] =0.

Naiwnie nawias Liego [X, Y] mozna policzy¢ nastepujaco. Mamy

(X, V1S = (XY =Y X)f = (@0 590:)(0y — 500:)] — (8, — 320:) Du+ 500:)f

2 2

1 1 1
= (0,0, — 58372:82 + §y328y - Zyazxﬁz)f
0,0y + 0,20, — L20.0, — Leo.y0.)f
yUzx y2yz 2-77,237 43323/2-

Teraz korzystamy z przemienno$ci pochodnych czastkowych: 9,0, = 0,0,. Da-
lej, uzywajac wzor Leibnitza

20,y0. f = xya?.f)

Y020, [ = wyd:f,
azxazf = xaxazf + (awx)azf = xaxazf + azfa



Wstawiajac to do wzoru wyzej dajacego [X,Y] mamy

1 1. 1 1
1 1 1 1

Teraz wiekszos¢ wyrazow sie kasuje co daje nam
(X, Y]=-90.=-Z.

Nieco sprytniej mozna skorzystaé¢ z wlasnosci komutora pél wektorowych:

1 1 1 1 1
[X,Y] =[0.+ iyaz, Oy — 5:&%} = [0, 0y] + 3 (Y0, 0y] — 5[835, xd,]— Z[yaz, x0,].
Jak wyzej
0,10, = ©0,0, + 0, = ©0,0, + 0,

czyli

[0, 20,] = 0O..
Podobnie

[yamay] = —[3y7y3z] = _8z;
[azv ay] =0,

[y0,,x0,] = 0.

Czyli

[X7 Y] = %([yamay] - [535,3082]) = %(—az — az) — _az_



