
1 Wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a

W poprzednie notatki zako«czyli±my nast¦puj¡cym lematem:

Lemat 1.1 Niech x i y b¦d¡ szeregami Liego i niech

z = log(exp(x) exp(y)).

Wtedy z jest szeregiem Liego.

Chcieliby±my poda¢ jawne przedstawienie szeregu z przy pomocy komuta-
torów. Najpierw wprowadzamy uproszczon¡ notacj¦, mianowicie rekursywnie
de�nujemy

[x1, x2, . . . , xk] = [x1, [x2, . . . , xk]].

Na T (M) de�niujemy odwzorowanie π wzorem

π(x1 ⊗ x2 ⊗ ...⊗ xk) = [x1, x2, . . . , xk]

dla xi ∈M .

Lemat 1.2 π ograniczone do wolnej algebry Liego F jest ró»niczkowaniem. Je-
±li x ∈ F jest element jednorodnym rz¦du k to π(x) = kx.

Dowód. Rozpatrujemy dziaªanie doª¡czone F na sobie i rozszerzemy je do dzia-
ªania U(F ) = T (M) na F . To dziaªanie b¦dziemy oznacza¢ przez ∗, tzn.
a ∗ b oznacza dziaªnie elementu a ∈ T (M) na b ∈ F . Je±li a ∈ F to mamy
a ∗ b = ada(b) = [a, b]. Je±li a = a1a2 . . . ak, ai ∈ F to

a ∗ b = ada1
ada2

. . . adak
(b).

Je±li a, b ∈ T (M) to zapisuj¡c ka»de jako kombinacj¦ liniow¡ produktów ele-
mentów M mamy π(ab) = a ∗ π(b), a wi¦c dla a, b ∈ F mamy

π([a, b]) = π(ab)− π(ba) = a ∗ π(b)− b ∗ π(a)

= [a, π(b)]− [b, π(a)] = [a, π(b)] + [π(a), b].

a wi¦c faktycznie π ograniczone do F jest ró»niczkowaniem.
Je±li x ∈M to π(x) = x. Ale na T (M) mo»emy zde�niowa¢ ró»niczkowanie

δ wzorem δ(x) = kx dla x b¦d¡cych elementami jednorodnymi rz¦du k. To
ró»niczkowanie po obci¦ciu do F da nam ró»niczkowanie F . Poniewa» π i δ s¡
dwoma ró»niczkowaniami F które zgadzaj¡ si¦ na generatorach F to zgadzaj¡
si¦ na caªym F . �

Lemat 1.3 (Wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a) Niech x i y b¦d¡ szeregami
Liego i niech

z = log(exp(x) exp(y)).

Wtedy

z =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k

∑
li+mi≥1,i=1,...k

[xl1ym1 . . . xlkymk ]

(l1 +m1 + · · ·+ lk +mk)l1!m1! . . . lk!mk!
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gdzie dla mk > 0

[xl1ym1 . . . xlkymk ] = adl1x ad
m1
y . . . adlkx ad

mk−1
y (y)

za± dla mk = 0 (wtedy lk > 0)

[xl1ym1 . . . xlkymk ] = adl1x ad
m1
y . . . adlk−1x (x).

Dowód. Wynik wystarczy pokaza¢ gdy x i y s¡ obrazami elementów X, tzn.
s¡ elementami jednorodnymi rz¦du 1 (ogólny przypadek otrzymamy jako homo-
mor�czny obraz powy»szego). Mamy

exp(x) exp(y) =

∞∑
l=0

∞∑
m=0

xlym

l!m!
= 1 +

∑
l+k≥1

xlym

l!m!
,

(exp(x) exp(y)− 1)k =
∑

l1+m1≥1

· · ·
∑

lk+mk≥1

xl1ym1 . . . xlkymk

l1!m1! . . . lk!mk!

=
∑

li+mi≥1,i=1,...k

xl1ym1 . . . xlkymk

l1!m1! . . . lk!mk!

z = log(exp(x) exp(y)) =

∞∑
k=1

(−1)k+1 (exp(x) exp(y)− 1)k

k

=

∞∑
k=1

(−1)k+1

k

∑
li+mi≥1,i=1,...k

xl1ym1 . . . xlkymk

l1!m1! . . . lk!mk!
.

Produkt xl1ym1 . . . xlkymk jest rz¦du l1 + m1 + . . . lk + mk, czyli stosuj¡c do
powy»szego Lemat 1.2 otrzymamy

z =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k

∑
li+mi≥1,i=1,...k

π(xl1ym1 . . . xlkymk)

(l1 +m1 + · · ·+ lk +mk)l1!m1! . . . lk!mk!

gdzie π byªo zde�niowane przed Lematem 1.2. W sformuªowaniu obecnego le-
matu zapiujemy π w terminach adx i ady. �

Wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a zawiera wiele wyrazów które s¡ zerowe,
ponadto wyrazy s¡ liniowo zale»ne. Po uproszczeniach wyrazy do rz¦du 3 to:

x+ y +
1

2
[x, y] +

1

12
([x, [x, y]] + [y, [y, x]]).

Otrzymany szereg jest czysto formalny, ale w niektórych wa»nych przypad-
kach jest zbie»ny. Zauwa»my »e na poziomie szeregów formalnych bior¡c exp
otrzymali±my grup¦: mno»enie szeregów jest ª¡czne za± exp(−x) daje odwrot-
no±¢ exp(x). A wi¦c u»ywajac wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a otrzymamy
struktur¦ grupy na zbiorze szeregów Liego.

Lemat 1.4 Je±li algebra Liego N jest nilpotentna stopnia j to szereg powy»ej
redukuje si¦ do sko«czonej sumy i zadaje na N struktur¦ grupy. Je±li dodatkowo
N jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem liczb rzeczywistych, to
otrzymana grupa jest grup¡ Liego, N jest izomor�czna z jej algebr¡ Liego za±
odwzorowanie eksponencjalne jest to»samo±ci¡.
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Dowód. Zauwa»my »e je±li l1 +m1 + . . . lk +mk > j to

[xl1ym1 . . . xlkymk ] = 0

czyli uwzgl¦dniaj¡c »e li +mi ≥ 1 czyli k ≤ j to mamy tylko sko«czenie wiele
niezerowych wyrazów. Na poziomie szeregów Liego mamy struktur¦ grupy,
sumowanie daje homomor�zm, wi¦c na N dostaniemy struktur¦ grupy. Je±li
N jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ na liczbami rzeczywistymi to sko«czona
suma niezerowych wyrazów szeregu daje wielomian, czyli funkcj¦ gªadk¡. Od-
wrotno±¢ x ∈ N to po prostu −x, czyli operacje grupowe s¡ gªadkie, czyli N z
takim dziaªaniem jest grup¡ Liego. Nast¦pnie, dla x ∈ N odwzorowanie t 7→ tx
daje podgrup¦ jednoparametrow¡ z wektorem stycznym x, czyli odwzorowanie
eksponencjalne jest identyczno±ci¡ N . Nast¦pnie

(tx) · (sy) = tx+ sy +
1

2
ts[x, y] + r

gdzie r zawiera tylko czªony wy»szego rz¦du w t lub s. Czyli

(tx) · (sy) · (tx)−1 = (tx) · (sy) · (−tx) = sy +
1

2
ts[x, y] +

1

2
ts[y,−x] + r

= sy + [x, y] + r

gdzie r zmienia si¦ od lini do lini, ale zawiera tylko czªony wy»szego rz¦du. Teraz

Adtx(y) = ∂s(tx) · (sy) · (tx)−1 = y + t[x, y] +O(t2),

adx(y) = ∂tAdtx(y) = [x, y],

czyli nawias Liego naszej struktury grupowej zgadza si¦ z oryginalnym nawia-
sem Liego. �

Lemat 1.5 Je±li algebra Liego A jest przestrzeni¡ Banach i istnieje staªa M
taka »e dla ka»dych x, y ∈ A zachodzi nierówno±¢ ‖[x, y]‖ ≤M‖x‖‖y‖, to istnieje
r > 0 takie »e szereg Campbella-Bakera-Hausdor�a jest zbie»ny dla ‖x‖+‖y‖ <
r. Ponadto otrzymane dziaªanie jest ª¡czne o ile po±rednie wyniki s¡ w podanym
obszarze.

Dowód. Niech s = max(1,M). Wtedy

‖[x1, x2, . . . , xk]‖ ≤ sk‖x1‖‖x2‖ . . . ‖xk‖

czyli
‖[xl1ym1 . . . xlkymk ]‖ ≤ (s‖x‖)l1+···+lk(s‖y‖)m1+···+mk

co oznacza »e

‖
∑

li+mi≥1,i=1,...k

[xl1ym1 . . . xlkymk ]

(l1 +m1 + · · ·+ lk +mk)l1!m1! . . . lk!mk!
‖

≤
∑

li+mi≥1,i=1,...k

(s‖x‖)l1+···+lk(s‖y‖)m1+···+mk

l1!m1! . . . lk!mk!
= (exp(s‖x‖) exp(s‖y‖)− 1)k
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(exp(s(‖x‖+ ‖y‖))− 1)k.

Teraz wybieramy r tak by exp(sr) − 1 ≤ 1. Wtedy wida¢ »e szereg jest bez-
wzgl¦dnie zbie»ny. Gdy po±rednie wyniki te» speªniaj¡ powy»szy warunek to
ª¡czno±¢ wynika z ª¡czno±ci dla szeregu formalnego. �

Powy»szy lemat oznacza istnienie tak zwanej grupy lokalnej, dla której mo»na
zde�niowa¢ niezmiennicze pola wektorowe i algebr¦ Liego tak jak w przypadku
grupy Liego. Podobnie jak to zrobili±my dla algebr nilpotentnych mo»na poka-
za¢ »e nawias Liego grupy lokalnej zgadza si¦ z oryginalnym nawiasem Liego.

Lemat 1.6 Je±li G jest grup¡ Liego, to na G mo»na wprowadzi¢ struktur¦ rze-
czywist¡ analityczn¡. W tej strukturze odwzorowanie eksponencjalne jest rze-
czywiste analityczne.

Dowód. Algebra Liego g grupy G jest sko«czenie wymiarowa a wi¦c mo»na
na niej wprowadzi¢ norm¦ i stosuje si¦ poprzedni lemat. A wi¦c istnieje lo-
kalna grupa Liego L z algebr¡ Liego G i taka »e operacje w L s¡ rzeczywiste
analityczne. Rozwa»amy teraz produkt G × L i diagonaln¡ podalgebr¦, tzn.
podalgebr¡ skªadaj¡c¡ si¦ z elementów postaci (X,X). Podobnie jak w dowo-
dzie lematu o istenieniu podgrupy z zadan¡ podalgebr¡ twierdzenie Frobeniusa
implikuje istnienie podgrupy lokalnej w G×L odpowadaj¡cej podalgebrze diago-
nalnej. Ta podgrupa daje nam dyfeomor�zm lokalanej podgrupy w L z lokaln¡
podgrup¡ w G. Jako »e dziaªanie w L jest rzeczywiste analityczne daje to nam
map¦ otoczenia jedynki U w G tak¡ »e w tym otoczeniu dziaªanie jest rzeczywi-
ste analityczne. Bior¡c otoczenie V takie »e V −1 = V i V V ⊂ U mo»emy przy
pomocy przesuni¦¢ V zbudowa¢ atlas rzeczywisty analityczny dla G. �
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