1 Wzér Campbella-Bakera-Hausdorffa

W poprzednie notatki zakoriczyliSmy nastepujacym lematem:

Lemat 1.1 Niech x iy bedq szeregami Liego ¢ niech

z = log(exp(z) exp(y)).
Wtedy z jest szeregiem Liego.

Chcieliby$my podaé jawne przedstawienie szeregu z przy pomocy komuta-
toréw. Najpierw wprowadzamy uproszczona notacje, mianowicie rekursywnie
definujemy

[$1,$27 ce ,lL’k} = [‘rlv [xZa cee 7ka'

Na T'(M) definiujemy odwzorowanie m wzorem
(21 @ T2 ® ... ) = [T1, T2, ..., Tk
dla x; € M.

Lemat 1.2 7 ograniczone do wolnej algebry Liego F' jest rozniczkowaniem. Je-
§li x € F jest element jednorodnym rzedu k to w(x) = kx.

Dowdd. Rozpatrujemy dziatanie dotaczone F' na sobie i rozszerzemy je do dzia-
tania U(F) = T(M) na F. To dzialanie bedziemy oznacza¢ przez x, tzn.
a % b oznacza dzialnie elementu ¢ € T(M) na b € F. Jesli a € F to mamy
axb=ad,(b) =[a,b]. Jesli a = ajas...ax, a; € F to

a*b=ady, adg, ...ady, (D).

Jesli a,b € T (M) to zapisujac kazde jako kombinacje liniowa produktow ele-
mentéw M mamy 7(ab) = a * w(b), a wiec dla a,b € F mamy

7([a,b]) = 7w(ab) — w(ba) = a x w(b) — b 7(a)
= la,7(0)] = [b,w(a)] = [a, 7 ()] + [r(a), b].

a wiec faktycznie m ograniczone do F' jest rézniczkowaniem.

Jesli x € M to 7(x) = . Ale na T(M) mozemy zdefiniowaé rozniczkowanie
0 wzorem §(x) = kx dla x bedacych elementami jednorodnymi rzedu k. To
rozniczkowanie po obcieciu do F' da nam rézniczkowanie F. Poniewaz 7 i d sa
dwoma rézniczkowaniami F' ktére zgadzaja sie na generatorach F' to zgadzaja
sie na calym F. O

Lemat 1.3 (Wzdr Campbella-Bakera-Hausdorffa) Niech x i y bedqg szeregami
Liego @ niech
z = log(exp(z) exp(y)).
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gdzie dla my > 0
[alry™ . aley™r] = adijadZ“ ...adl;adzq’“fl(y)
za$ dla my, =0 (wtedy I, > 0)
[a:llyml ...xl’“ym’“] = adgad;”l ...adl;*l(x).

Dowdd. Wynik wystarczy pokazaé¢ gdy x i y sa obrazami elementéw X, tzn.
sa elementami jednorodnymi rzedu 1 (ogélny przypadek otrzymamy jako homo-
morficzny obraz powyzszego). Mamy
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Produkt zlty™ ... zlky™* jest rzedu l; + mq + ...l + my, czyli stosujac do
powyzszego Lemat 1.2 otrzymamy
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gdzie m bylo zdefiniowane przed Lematem 1.2. W sformulowaniu obecnego le-
matu zapiujemy 7 w terminach ad, i ad,. (Il

Wzoér Campbella-Bakera-Hausdorffa zawiera wiele wyrazéw ktére sa zerowe,
ponadto wyrazy s3 liniowo zalezne. Po uproszczeniach wyrazy do rzedu 3 to:

eyt sl + s eyl + s s 2]).

Otrzymany szereg jest czysto formalny, ale w niektorych waznych przypad-
kach jest zbiezny. Zauwazmy ze na poziomie szeregdéw formalnych biorac exp
otrzymaliSmy grupe: mnozenie szeregéw jest laczne za$ exp(—x) daje odwrot-
nos¢ exp(z). A wiec uzywajac wzor Campbella-Bakera-Hausdorffa otrzymamy
strukture grupy na zbiorze szeregéw Liego.

Lemat 1.4 Jesli algebra Liego N jest nilpotentna stopnia j to szereg powyzej
redukuje sie do skoniczonej sumy i zadaje na N strukture grupy. Jesli dodatkowo
N jest skonczenie wymiarowq algebrg Liego nad ciatem liczb rzeczywistych, to
otrzymana grupa jest grupqg Liego, N jest izomorficzna z jej algebrq Liego zas
odwzorowanie eksponencjalne jest tozsamosciq.



Dowod. Zauwazmy ze jeSli Iy +mq + ...l +myg > j to
[hiym . aley™e] =0

czyli uwzgledniajac ze I; + m; > 1 czyli k¥ < j to mamy tylko skoiniczenie wiele
niezerowych wyrazéw. Na poziomie szeregéw Liego mamy strukture grupy,
sumowanie daje homomorfizm, wiec na N dostaniemy strukture grupy. Jesli
N jest skonczenie wymiarowa algebra na liczbami rzeczywistymi to skoriczona
suma niezerowych wyrazow szeregu daje wielomian, czyli funkcje gtadka. Od-
wrotno$¢ x € N to po prostu —z, czyli operacje grupowe sa gtadkie, czyli N z
takim dzialaniem jest grupa Liego. Nastepnie, dla z € N odwzorowanie ¢ — tx
daje podgrupe jednoparametrowa z wektorem stycznym z, czyli odwzorowanie
eksponencjalne jest identycznoscia V. Nastepnie

1
(tx) - (sy) =tx + sy + §ts[x, yl+r
gdzie r zawiera tylko czlony wyzszego rzedu w ¢ lub s. Czyli

(t2) - (s9) - (t2) ™ = (t2) - (su) - (~t2) = sy + sl + Stsly, 2] +7

=sy+[z,yl +r
gdzie r zmienia si¢ od lini do lini, ale zawiera tylko cztony wyzszego rzedu. Teraz
Adee(y) = 0s(ta) - (sy) - (to) ™" =y + t[z,y] + O(t?),

adz(y) - atAdtaz(y) = [m7y]v

czyli nawias Liego naszej struktury grupowej zgadza sie z oryginalnym nawia-
sem Liego. O

Lemat 1.5 Jesli algebra Liego A jest przestrzeniq Banach i istnieje stata M
taka ze dla kazdych x,y € A zachodzi nieréwnosé ||[z,y]|| < M||z|/|ly|l, to istnieje
r > 0 takie Ze szereg Campbella-Bakera-Hausdorffa jest zbiezny dla ||z|| + ||y|| <
r. Ponadto otrzymane dziatanie jest tgczne o ile posrednie wyniki sg w podanym
obszarze.

Dowdd. Niech s = max(1, M). Wtedy
1, @2, .l < s®llzalllz2]] - - [l
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(exp(s(flzll + llyll)) — 1)*.

Teraz wybieramy r tak by exp(sr) — 1 < 1. Wtedy widaé ze szereg jest bez-
wzglednie zbiezny. Gdy posrednie wyniki tez spelniaja powyzszy warunek to
tacznosé wynika z tacznosci dla szeregu formalnego. O

Powyzszy lemat oznacza istnienie tak zwanej grupy lokalnej, dla ktérej mozna
zdefiniowa¢ niezmiennicze pola wektorowe i algebre Liego tak jak w przypadku
grupy Liego. Podobnie jak to zrobiliSmy dla algebr nilpotentnych mozna poka-
zaé ze nawias Liego grupy lokalnej zgadza sie z oryginalnym nawiasem Liego.

Lemat 1.6 Jesli G jest grupg Liego, to na G mozna wprowadzi¢ strukture rze-
czywistq analityczng. W tej strukturze odwzorowanie eksponencjalne jest rze-
czywiste analityczne.

Dowdd. Algebra Liego g grupy G jest skoriczenie wymiarowa a wiec mozna
na niej wprowadzi¢ norme i stosuje sie poprzedni lemat. A wiec istnieje lo-
kalna grupa Liego L z algebra Liego G i taka ze operacje w L sa rzeczywiste
analityczne. Rozwazamy teraz produkt G x L i diagonalng podalgebre, tzn.
podalgebra skladajaca sie z elementow postaci (X, X). Podobnie jak w dowo-
dzie lematu o istenieniu podgrupy z zadana podalgebra twierdzenie Frobeniusa
implikuje istnienie podgrupy lokalnej w G x L odpowadajacej podalgebrze diago-
nalnej. Ta podgrupa daje nam dyfeomorfizm lokalanej podgrupy w L z lokalng
podgrupg w G. Jako ze dzialanie w L jest rzeczywiste analityczne daje to nam
mape otoczenia jedynki U w G taka ze w tym otoczeniu dzialanie jest rzeczywi-
ste analityczne. Biorac otoczenie V takie ze V! =V i VV C U mozemy przy
pomocy przesunie¢ V zbudowaé atlas rzeczywisty analityczny dla G. O



