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1 Konstrukcje uniwersalne 3

1.1 Rozszerzanie skalarów

Istotn¡ konstrukcj¡ jest rozszerzanie skalarów. Mianowicie dla pier±cienia S
"rozszerzaj¡cego" R i algebry Liego A nad R piszemy

AS = S ⊗R A

AS ma struktur¦ S moduªu, wi¦c jest algebr¡ Liego nad S.
Uwaga: sªowo "rozszerzaj¡cego" napisali±my w cudzysªowach, bo konstruk-

cja wymaga tylko by mie¢ homomor�zm z R w S, wtedy S jest R moduªem
i produkt tensorowy da nam R-moduª. Homomor�zm jest potrzebny by mno-
»enie przez elemeny S zgadzaªo si¦ z mno»enim przez elementy R. Wa»nym
przykªadem jest S = Zp (ciaªo reszt modulo p) i R = Z. Ogólniej, dla ka»dego
pier±cienia (z jedynk¡) S mamy naturalny homomor�zm z Z w S, co pozwala
budowa¢ algebry nad dowolnymi pier±cieniami z algebr nad Z.

Je±li A i B s¡ algebrami Liego nad R, za± h : A→ B jest homomor�zmem,
to hS = idS⊗Rh jest homomor�zmem algebr Liego. Przy tym (g◦h)S = gS ◦hS .

Zauwa»my »e algebr¦ AS mo»na te» traktowa¢ jako algebr¦ Liego nad R.
Je±li R wkªada si¦ ró»nowarto±ciowo w S, to elementy postaci 1 ⊗ a dla a ∈ A
tworz¡ podalgebr¦ nad R izomor�czn¡ z A.

Lemat 1.1 Je±li I jest podalgebr¡ w A to IS jest (mo»na traktowa¢ jako) po-
dalgebr¡ w AS. Je±li I jest ideaªem to IS jest ideaªem w AS.

2 Struktura algebr

Lemat 2.1 Zakªadamy »e R wkªada si¦ ró»nowarto±ciowo w S. Algebra A jest
rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy algebra AS jest rozwi¡zalna. Podobnie, A
jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy AS jest nilpotentna.

Dowód: Gdy
A0 = A,

Ai+1 = [Ai, Ai]

jest ci¡giem podalgebr z de�nicji rozwi¡zalno±ci, to

(AS)i = (Ai)S
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czyli Ak = {0} implikuje (AS)k = 0. Je±li R wkªada si¦ ró»nowarto±ciowo w S to
Ak jest podalgebr¡ (AS)k traktowanego jako algebra nad R, czyli (AS)k = {0}
implikuje Ak = {0}. Identyczny argument dziaªa w przypadku nilpotentno±ci.
�

Lemat 2.2 Je±li A jest sko«cznie wymiarow¡ rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego nad
ciaªem R charakterystyki 0, to [A,A] jest algebr¡ nilpotentn¡. Je±li M jest
moduªem Liego nad A który jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡
nad R to [A,A] dziaªa przez operatory nilpotentne. Je±li dodatkowo M jest
moduªem prostym, to A dziaªa na M przez wzajemnie komutuj¡ce operatory.

Dowód. Niech S b¦dzie algebraicznym domkni¦ciem R. AS jest sko«cznie
wymiarow¡ rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego and S. Wiemy »e w takim wypadku
[A,A]S = [AS , AS ] jest algebr¡ nilpotentn¡ (to jest wynik zadnia 6 z listy 6).
Ale to oznacza »e równie» [A,A] jest nilpotentna. Podobnie pokazujemy »e
[A,A] dziaªa na M przez operatory nilpotentne.

Je±li M jest moduªem prostym to rozpatrujemy podzbiór M skªadaj¡cy si¦
z v takich »e dla ka»dego n ∈ [A,A] mamy nv = 0. Jest on niepusty na mocy
twierdzenia Engela. Jest on niezmienniczy na dziaªanie A, bo

n(av) = [n, a]v + a(nv) = 0

gdzie skorzystali±my z tego »e [n, a] ∈ [A,A]. Oczywi±cie zbiór wy»ej jest prze-
strzni¡ wektorow¡ nad R, wiec jest te» podmoduªem Liego w M . Skoro M jest
prosty oznacza to »e [A,A]M = 0, czyli »e A dziaªa przez wzajemnie komutuj¡ce
operatory. �

Przypominam »e na wykªadzie 7 zde�niowali±my przestrzenie pierwiastkowe
dla dziaªania algebry nilpotentnej na przestrzeni V . Dzi± b¦dziemy potrzebowa¢
wariant tego dla dziaªania ad gdy N jest nilpotentn¡ podalgebr¡ A.

Lemat 2.3 Niech A b¦dzie algebr¡ Liego nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym
charakterystyki 0, za± N nilpotentn¡ podalgebr¡ A. Piszemy

Aλ = {a ∈ A : ∀n∈N∃k(adn − λ)k(a) = 0}

dla λ ∈ N∗ (przestrzeni dualnej do N). Wtedy

A = ⊕λAk.

Ponadto N ⊂ A0, [Aα, Aβ ] ⊂ Aα+β.

Dowód: Sam rozkªad to wynik w wykªadu 7. To »e N ⊂ A0 wynika bezpo±rednio
z de�nicji nilpotentno±ci N . A wi¦c pozostaje pokaza¢ »e je±li a ∈ Aα, b ∈ Aβ ,
n ∈ N to (adn−α−β)m([a, b]) = 0 dla m = 2dim(A). Jednak»e mamy wariant
wzoru Leibnitza:

(adn − α− β)m([a, b]) =

m∑
k=0

(
m

k

)
[(adn − α)k(a), (adn − β)m−k(b)].
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Ten wariant ªatwo pokaza¢ przez indukcj¦ i z niego wynika równo±¢ wy»ej: co
najmniej jedna z liczb k i m− k jest wi¦ksza lub równa dim(A), co oznacza »e
jeden z argumentów komutatora znika, czyli caªa suma znika. �

De�nicja. Powiemy »e podalgebra C ⊂ A jest podalgebr¡ Cartana wtedy i
tylko wtedy gdy C jest nilpotentna i istnieje element w T ∈ C taki »e adT daje
na A/C operator odwracalny.

Lemat 2.4 Je±li A jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem R cha-
rakterystyki 0 to A zawiera podalgebr¦ Cartana. Ponadto jesli S jest algebraicz-
nym rozszerzeniem R to C jest podalgebr¡ Cartana w A wtedy i tylko wtedy gdy
CS jest podalgebr¡ Cartana w AS.

Dowód Najpierw udowodnimy drug¡ cz¦±¢. Zauwa»my »e C jest nilpotentna
wtedy i tylko wtedy gdy CS jest nilpotentna. Je±li operator liniowy ad(T )
na A/C ma odwrotno±¢ U , to US daje odwrotno±¢ ad(TS). Je±li ad(T ) jest
odwracalny, to jego wyznacznik jest niezerowy. Je±li wyznacznik znika na C,
to znika te» na CS , wi¦c istnienie T ∈ CS z ad(T ) odwracalnym na AS/CS
implikuje istnienie takiego T ∈ C. Konsekwentnie, C jest podalgebr¡ Cartana
wtedy i tylko wtedy gdy CS jest podalgebr¡ Cartana.

By pokaza¢ istnienie algebr Cartana dla T ∈ A rozpatrujemy przestrze«

T0 = {a ∈ A : ∃kadT (x)k = 0}.

W notacji u»ywanej wcze±niej byªoby to A0, ale w przypadku T0 interesuje nas
zale»no±¢ od T i dlatego tak piszemy a nie A0. Dla konsekwencji ni»ej b¦dziemy
te» pisa¢ Tλ.

Wybieramy T tak by wymiar T0 byª minimalny. Twierdzimy »e T0 jest po-
dalgebr¡ Cartana w A. Na mocy ju» udowodnionej cz¦±ci wystarczy pokaza¢ »e
(T0)S jest podalgebr¡ Cartana w AS gdzie S jest algebraicznym domkni¦ciem
R. Zauwa»my najpierw »e wymiar T0 to wymiar j¡dra adnT gdzie n jest wymia-
rem A jako przestrzni wektorowej nad R. Operator na j¡dro wymiaru l je±li
minory (wyznaczniki podmacierzy) rz¦du n − i s¡ zerowe dla i = 0, . . . , l, za±
pewien minor rz¦du n − l − 1 jest niezerowy. Ten warunek nie zale»y do ciaªa.
Ponadto minory s¡ wielomianami od T . Ciaªo R jest niesko«czone, wi¦c wielo-
mian jest zerem na A wtedy i tylko wtedy gdy jest zerem na AS . A wi¦c je±li
minimalny wymiar j¡dra dla AS wynosi l, to równie» minimalny wymiar j¡dra
dla A wynosi l. To oznacza »e wystarczy pokaza¢ »e T0 jest podalgebr¡ Cartana
dla ciaªa algebraicznie domkni¦tego. Dla ciaªa algebraicznie domkni¦tego sto-
suje si¦ Lemat 2.3 (jednowymiarowa algebra rozpinana przez T jest nilpotentn¡
podalgebr¡ A), czyli

A = (T0)⊕ V

gdzie
V = ⊕λ6=0Tλ.

Na mocy Lematu 2.3 T0 jest podalgebr¡, ponadto [T0, Tλ] ⊂ Tλ i konse-
kwentnie [T0, V ] ⊂ V . Dla elementu U ∈ T0 niech w(U) oznacza wyznacznik
ad(U) obci¦tego do V . Zauwa»my »e T ∈ T0 i w(T ) 6= 0. A wi¦c w nie znika
to»samo±ciowo. Jesli w(U) 6= 0 to U jest odwracalny na V , czyli U0 ⊂ T0.
Jednak»e wymiar T0 jest minimalny mo»liwy, wi¦c dla takich U mamy U0 = T0.
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Niech teraz v(U) b¦dzie dowolnym elementem macierzy daj¡cej ad(U)n obci¦ty
do T0. Pokazali±my »e w(U) 6= 0 implikuje v(U) = 0, czyli wv = 0. Jednak»e
pier±cie« wielomianów nie ma dzielników zera i w 6= 0, czyli v = 0. Skoro v
byª dowolnym elementem macierzy ad(U)n obci¦tego do T0, to ad(U)n = 0 na
T0 czyli T0 ⊂ U0. Oznacza to »e algebra T0 jest nilpotentna. T ∈ T0 i T jest
odwracalny na V ≈ A/T0, a wi¦c drugi warunek de�ncji podalgebry Cartana
jest speªniony. �

Lemat 2.5 Je±li C jest podalgebr¡ Cartana sko«czenie wymiarowej algebry Liego
A nad ciaªem algebraicznie domkn¦tym charakterystyki 0, to bior¡c w Lemacie
2.3 N = C mamy A0 = C. Odwrotnie, N jest podalgebr¡ Cartana wtedy i tylko
wtedy gdy N = A0.

Dowód: Zauwa»my »e Lematu 2.3 mamy A = A0⊕V , czyli A/C ≈ (A0/C)⊕V .
Ka»dy T ∈ C speªnia adkT (A0) = 0, czyli adT mo»e by¢ odwracalny na A0/C
tylko wtedy gdy ten iloraz jest trywialny, tzn. A0 = C.

Je±li N speªnia N = A0 to A/N ≈ V gdzie V = ⊕λ6=0Aλ. Je±li dla T ∈ N
mamy λ(T ) 6= 0 to adT jest odwracalny na Aλ, czyli wyznacznik wλ(T ) ope-
ratora adT obci¦tego do Aλ nie jest zerowy. Wyznacznik w operatora adT
obci¦tego do V jest produktem wyznaczników wλ, wi¦c jest niezerowym wielo-
mianem. A wi¦c istnieje T ∈ N taki »e w(T ) 6= 0. Ale to oznacza »e adT jest
odwracalny na V , czyli równie» na A/N , czyli N jest podalgebr¡ Cartana. �

Uwaga: Z powy»szych argumentów wida¢ »e ka»da podalgebra Cartana sko«-
czenie wymiarowej algebry Liego nad ciaªem charakterystyki 0 jest takiej postaci
jak w dowodzie twierdzenia o istnieniu, tzn. istnieje T ∈ C taki »e

C = {a ∈ A : ∃kadkt (a) = 0}.

W naszym instytucie badano grupy b¦d¡ce produktami póªprostymi grupy
abelowej i nilpotentnej, zapisywane zwykle AN . Taka grupa jest rozwi¡zalna.
Naturalne jest pytanie czy dwoln¡ grup¦ rozwi¡zaln¡ da si¦ tak zapisa¢, a je±li
nie to jak "daleko" jest dowolna grupa rozwi¡zalna od grup tje postaci. Podal-
gebra Cartana daje tu odpowied¹: mamy

A = C + [A,A]

i N = [A,A] jest nilpotentna. A wi¦c ogólnie zamiast abelowgo C musimy
dopuszcza¢ nilpotenentne C. Mo»e si¦ te» zdarzy¢ »e C∩[A,A] 6= {0} czyli suma
nie jest prosta. Ale dla wielu rozumowa« ten rozkªad jest prawie tak dobry jak
suma prosta. Jednym z naturalnych zaªo»e« jest »e niezerowe λ odpowiadaj¡ce
nietrywialnym Aλ s¡ zawarte w zbiorze S ⊂ C∗ zamkni¦tym na dodawanie i nie
zawieraj¡cym zera ("sto»ku wªa±ciwym"). Wtedy V = ⊕λ6=0Aλ jest ideaªem
nilpotentnym w A i rozkªad

A = C ⊕ V
jest przedstawieniem A jako produktu póªprostego algebr.

Uwaga: Rozkªad na sum¦ Aλ wymaga ciaªa algebraicznie domkni¦tego. Ale
V ma sens dla dowolnego ciaªa charakterystyki 0, czyli rozkªady u»ywaj¡ce V
dziaªaj¡ nad tymi ciaªami.
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