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1 Konstrukcje uniwersalne 3

1.1 Rozszerzanie skalarow

Istotna konstrukcja jest rozszerzanie skalaréw. Mianowicie dla pierscienia S
"rozszerzajacego" R i algebry Liego A nad R piszemy

As=5S®r A

Ag ma strukture S modutu, wiec jest algebra Liego nad S.

Uwaga: slowo "rozszerzajacego" napisaliémy w cudzystowach, bo konstruk-
cja wymaga tylko by mie¢ homomorfizm z R w S, wtedy S jest R modutem
i produkt tensorowy da nam R-modul. Homomorfizm jest potrzebny by mno-
zenie przez elemeny S zgadzalo sie z mnozenim przez elementy R. Waznym
przyktadem jest S = Z,, (cialo reszt modulo p) i R = Z. Ogolniej, dla kazdego
pierscienia (z jedynka) S mamy naturalny homomorfizm z Z w S, co pozwala
budowaé algebry nad dowolnymi pierscieniami z algebr nad Z.

Jedli A1 B sa algebrami Liego nad R, za§ h : A — B jest homomorfizmem,
to hg = idg ®pgh jest homomorfizmem algebr Liego. Przy tym (goh)s = gsohs.

Zauwazmy ze algebre Ag mozna tez traktowac jako algebre Liego nad R.
Jesli R wklada sie réznowartosciowo w S, to elementy postaci 1 ® a dla a € A
tworza podalgebre nad R izomorficzng z A.

Lemat 1.1 Jesli I jest podalgebrq w A to Is jest (mozna traktowaé jako) po-
dalgebrg w Ag. Jesli I jest ideatem to Ig jest ideatem w Ag.

2 Struktura algebr

Lemat 2.1 Zaktadamy zZe R wktada sie réznowartosciowo w S. Algebra A jest
rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy algebra Ag jest rozwigzalna. Podobnie, A
jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy Ag jest nilpotentna.

Dowdd: Gdy
Ag = A,

Air = [Ai, Al

jest ciggiem podalgebr z definicji rozwiazalnosci, to

(As)i = (Ai)s



czyli Ay = {0} implikuje (Ag)r = 0. Jesli R wktada sie réznowartosciowo w S to
Ay, jest podalgebra (Ag)y traktowanego jako algebra nad R, czyli (Ag)r = {0}
implikuje Ay = {0}. Identyczny argument dziala w przypadku nilpotentnosci.
U

Lemat 2.2 Jesli A jest skonicznie wymiarowq rozwigzalng algebrq Liego nad
ciatem R charakterystyki 0, to [A, A] jest algebrq nilpotentng. Jesli M jest
modutem Liego nad A ktory jest skonczenie wymiarowq przestrzenig wektorowq
nad R to [A, A] dziata przez operatory nilpotentne. Jesli dodatkowo M jest
modutem prostym, to A dziata na M przez wzajemnie komutujgce operatory.

Dowdd. Niech S bedzie algebraicznym domknieciem R. Ag jest skoricznie
wymiarowa rozwiazalng algebra Liego and S. Wiemy ze w takim wypadku
[A, Als = [Ag, As] jest algebra nilpotentna (to jest wynik zadnia 6 z listy 6).
Ale to oznacza ze rowniez [A, A] jest nilpotentna. Podobnie pokazujemy ze
[A, A] dziata na M przez operatory nilpotentne.

Jesli M jest modulem prostym to rozpatrujemy podzbiér M sktadajacy sie
z v takich ze dla kazdego n € [A, A] mamy nv = 0. Jest on niepusty na mocy
twierdzenia Engela. Jest on niezmienniczy na dziatanie A, bo

n(av) = [n,alv + a(nv) =0
gdzie skorzystaliSmy z tego ze [n,a] € [A, A]. Oczywiscie zbior wyzej jest prze-
strznig wektorowa nad R, wiec jest tez podmodutem Liego w M. Skoro M jest

prosty oznacza to ze [A, A]M = 0, czyli ze A dziala przez wzajemnie komutujace
operatory. O

Przypominam ze na wyktadzie 7 zdefiniowaliSmy przestrzenie pierwiastkowe
dla dzialtania algebry nilpotentnej na przestrzeni V. Dzi§ bedziemy potrzebowac
wariant tego dla dziatania ad gdy N jest nilpotentng podalgebra A.

Lemat 2.3 Niech A bedzie algebrg Liego nad ciatem algebraicznie domknietym
charakterystyki 0, zas N nilpotentng podalgebrg A. Piszemy

Ay ={a € A:VypenTi(ad, — N)¥(a) = 0}
dla A € N* (przestrzeni dualnej do N). Wtedy
A= 3)Ag.
Ponadto N C Ay, [Aa, Ag] C Aayp.
Dowdd: Sam rozktad to wynik w wykladu 7. Toze N C Ay wynika bezposrednio
z definicji nilpotentnosci N. A wiec pozostaje pokazac ze jedli a € A,, b € Ag,

n € N to (ad,, —a—8)"([a,b]) = 0 dla m = 2dim(A). Jednakze mamy wariant
wzoru Leibnitza:

(== 8" ([0 ) = 3 (1) s — 0)* @), (o — 540



Ten wariant tatwo pokaza¢ przez indukcje i z niego wynika réwnosé wyzej: co
najmniej jedna z liczb k i m — k jest wieksza lub réwna dim(A), co oznacza ze
jeden z argumentéw komutatora znika, czyli cata suma znika. O

Definicja. Powiemy ze podalgebra C' C A jest podalgebra Cartana wtedy i
tylko wtedy gdy C jest nilpotentna i istnieje element w T € C taki ze adp daje
na A/C operator odwracalny.

Lemat 2.4 Jesli A jest skoriczenie wymiarowq algebrg Liego nad ciatem R cha-
rakterystyki 0 to A zawiera podalgebre Cartana. Ponadto jesli S jest algebraicz-
nym rozszerzeniem R to C jest podalgebrg Cartana w A wtedy i tylko wtedy gdy
Cg jest podalgebrg Cartana w Ag.

Dowdd Najpierw udowodnimy druga cze$é. Zauwazmy ze C jest nilpotentna
wtedy i tylko wtedy gdy Cg jest nilpotentna. Jesli operator liniowy ad(T)
na A/C ma odwrotnos¢ U, to Us daje odwrotnos¢ ad(Ts). Jesli ad(T) jest
odwracalny, to jego wyznacznik jest niezerowy. Jesli wyznacznik znika na C|
to znika tez na Cg, wiec istnienie T € Cg z ad(T) odwracalnym na Ag/Cg
implikuje istnienie takiego T" € C. Konsekwentnie, C' jest podalgebra Cartana
wtedy i tylko wtedy gdy Cg jest podalgebra Cartana.
By pokazaé istnienie algebr Cartana dla T € A rozpatrujemy przestrzen

Ty = {a cA: ElkadT(:z:)k = 0}

W notacji uzywanej wcze$niej byltoby to Ay, ale w przypadku T} interesuje nas
zalezno$é od T' i dlatego tak piszemy a nie Ag. Dla konsekwencji nizej bedziemy
tez pisaé Ty.

Wybieramy T tak by wymiar Ty byt minimalny. Twierdzimy ze Ty jest po-
dalgebra Cartana w A. Na mocy juz udowodnionej czesci wystarczy pokazaé ze
(Ty)s jest podalgebra Cartana w Ag gdzie S jest algebraicznym domknieciem
R. Zauwazmy najpierw ze wymiar Ty to wymiar jadra ad7 gdzie n jest wymia-
rem A jako przestrzni wektorowej nad R. Operator na jadro wymiaru [ jesli
minory (wyznaczniki podmacierzy) rzedu n — i sa zerowe dla i = 0,...,(, za$
pewien minor rzedu n — [ — 1 jest niezerowy. Ten warunek nie zalezy do ciala.
Ponadto minory sa wielomianami od 7T'. Cialo R jest nieskoriczone, wiec wielo-
mian jest zerem na A wtedy i tylko wtedy gdy jest zerem na Ag. A wiec jesli
minimalny wymiar jadra dla Ag wynosi [, to réwniez minimalny wymiar jadra
dla A wynosi [. To oznacza ze wystarczy pokazaé¢ ze Ty jest podalgebrag Cartana
dla ciala algebraicznie domknietego. Dla ciala algebraicznie domknietego sto-
suje sie Lemat 2.3 (jednowymiarowa algebra rozpinana przez T jest nilpotentna
podalgebra A), czyli

A=(Ty)eV

gdzie
V = ®xzoT).

Na mocy Lematu 2.3 Ty jest podalgebra, ponadto [To,T»] C T» i konse-
kwentnie [Ty, V] C V. Dla elementu U € Tj niech w(U) oznacza wyznacznik
ad(U) obcietego do V. Zauwazmy ze T € Ty i w(T') # 0. A wiec w nie znika
tozsamosciowo. Jesli w(U) # 0 to U jest odwracalny na V', czyli Uy C Tp.
Jednakze wymiar Tj jest minimalny mozliwy, wiec dla takich U mamy Uy = Tj.



Niech teraz v(U) bedzie dowolnym elementem macierzy dajacej ad(U)™ obciety
do Ty. Pokazalismy 7ze w(U) # 0 implikuje v(U) = 0, czyli wv = 0. Jednakze
piericien wielomianéw nie ma dzielnikow zera i w # 0, czyli v = 0. Skoro v
byt dowolnym elementem macierzy ad(U)™ obcietego do Tp, to ad(U)™ = 0 na
To czyli Ty C Uy. Oznacza to ze algebra Tg jest nilpotentna. T € Ty i T jest
odwracalny na V =~ A/T), a wiec drugi warunek defincji podalgebry Cartana
jest spetniony. (I

Lemat 2.5 Jesli C jest podalgebrg Cartana skoticzenie wymiarowej algebry Liego
A nad ciatem algebraicznie domknetym charakterystyki 0, to biorgc w Lemacie
2.3 N =C mamy Ay = C. Odwrotnie, N jest podalgebrq Cartana wtedy i tylko
wtedy gdy N = Ay.

Dowdd: Zauwazmy ze Lematu 2.3 mamy A = Ag@V, czyli A/C =~ (Ay/C)DV.
Kazdy T € C spelnia ad’%(Ao) = 0, czyli adr moze by¢ odwracalny na Aq/C
tylko wtedy gdy ten iloraz jest trywialny, tzn. Ay = C.

Jesli N spelnia N = Ag to A/N =V gdzie V = @204z JeslidlaT € N
mamy A(T') # 0 to adr jest odwracalny na Ay, czyli wyznacznik wy(T") ope-
ratora adr obcietego do A, nie jest zerowy. Wyznacznik w operatora adrp
obcietego do V jest produktem wyznacznikdéw w), wiec jest niezerowym wielo-
mianem. A wiec istnieje T' € N taki ze w(T) # 0. Ale to oznacza ze adr jest
odwracalny na V, czyli réwniez na A/N, czyli N jest podalgebra Cartana. O

Uwaga: Z powyzszych argumentéw widaé ze kazda podalgebra Cartana skori-
czenie wymiarowej algebry Liego nad cialem charakterystyki O jest takiej postaci
jak w dowodzie twierdzenia o istnieniu, tzn. istnieje T' € C taki ze

C ={ac A:3adl(a) =0}.

W naszym instytucie badano grupy bedace produktami pétprostymi grupy
abelowej i nilpotentnej, zapisywane zwykle AN. Taka grupa jest rozwigzalna.
Naturalne jest pytanie czy dwolng grupe rozwiazalng da sie tak zapisa¢, a jesli
nie to jak "daleko" jest dowolna grupa rozwigzalna od grup tje postaci. Podal-
gebra Cartana daje tu odpowiedz: mamy

A=C+[AA]

i N = [A, A] jest nilpotentna. A wiec ogélnie zamiast abelowgo C' musimy
dopuszczaé nilpotenentne C. Moze sie tez zdarzy¢ ze CN[A, A] # {0} czyli suma
nie jest prosta. Ale dla wielu rozumowan ten rozklad jest prawie tak dobry jak
suma prosta. Jednym z naturalnych zalozen jest ze niezerowe \ odpowiadajace
nietrywialnym A, sa zawarte w zbiorze S C C* zamknietym na dodawanie i nie
zawierajacym zera ("stozku wiasciwym"). Wtedy V = @y»0A4, jest idealem
nilpotentnym w A i rozktad
A=CaqV

jest przedstawieniem A jako produktu potprostego algebr.

Uwaga: Rozklad na sume Ay wymaga ciata algebraicznie domknietego. Ale
V' ma sens dla dowolnego ciata charakterystyki 0, czyli rozklady uzywajace V'
dziataja nad tymi ciatami.



