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1 Forma Killinga i kryterum Cartana

De�nicja. Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem.
Form¦

K(x, y) = Tr(adxady)

nazywamy form¡ Killinga A.

Lemat 1.1 Forma Killinga jest niezmiennicza:

K([z, x], y) +K(x, [z, y]) = 0.

Proof:

K([z, x], y)+K(x, [z, y]) = Tr(adzadxady−adxadzady)+Tr(adxadzady−adxadyadz)

= Tr(adzadxady − adxadyadz)

= Tr(adzadxady − adzadxady) = 0.

�

Lemat 1.2 Forma Killinga obci¦ta do ideaªu to forma Killinga ideaªu.

Proof: Dowód zostawiam jako ¢wiczenie dla czytelnika. �

Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad ciaªem
algebraicznie domkni¦tymi F charakterystki 0 i niech C b¦dzie podalgebr¡ Car-
tana w C. Mamy wtedy rozkªad

A = C ⊕⊕α∈ΛAα

gdzie Λ = {α : α 6= 0, Aα 6= {0}}.

Lemat 1.3 (Weyl) Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α, h = [e, f ], β 6= 0, Aβ 6= {0}
to istnieje liczba wymierna rα,β zale»na od α, β lecz niezale»na od wyboru e, f ,
taka »e β(h) = rα,βα(h).
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Dowód: Niech V = ⊕n∈ZAβ+nα. V jest ade, adf i adh niezmiennicza. Skoro
h = [e, f ] to TrV (adh) = 0. Czyli∑

n∈Z
(β(h) + nα(h)) dim(Aβ+nα) = 0

czyli

β(h)
∑
n∈Z

dim(Aβ+nα) = −α(h)
∑
n∈Z

ndim(Aβ+nα)

i

β(h) = −
∑
n∈Z ndim(Aβ+nα)∑
n∈Z dim(Aβ+nα)

α(h)

�

Lemat 1.4 Je±li A jest algebr¡ Liego nad ciaªem charakterystyki 0, tak¡ »e
A = [A,A] to forma Killinga A jest niezerowa.

Dowód: Bez zmniejszania ogólno±ci mo»na zakªada¢ »e ciaªo podstawowe
jest algebraicznie domkni¦te. Niech C b¦dzie podalgebr¡ Cartana w A. Mamy

A = ⊕αAα

gdzie A0 = C. Poniewa» dla β 6= −α mamy [Aα, Aβ ] ⊂ Aα+β zaªo»enie »e
[A,A] = A implikuje »e C = lin[Aα, A−α]. W szczególno±ci istnieje α 6= 0,
e ∈ Aα, f ∈ A−α takie »e h = [e, f ] 6= 0. Z lematu 1.3 wynika teraz »e

K(h, h) =
∑
β

β(h)2 dim(Aβ) = α(h)2
∑
β

r2
α,β dim(Aβ).

Suma po β powy»ej jest sum¡ liczb nieujemnych, przy tym rα,α = 1, dim(Aα) >
0, czyli suma jest dodatnia. A wi¦c K(h, h) = 0 implikuje »e α(h) = 0 i kon-
sekwentnie dla dowolnego β takiego »e Aβ 6= 0 mamy β(h) = 0. C jest roz-
pinane przez wektory h jak wy»ej, gdyby dla dowolnego takiego h zachodziªo
K(h, h) = 0 to jedynym α takim »e Aα 6= {0} byªoby 0, czyli A = C byªaby
nilpotentna. Lecz to przeczyªoby warunkowi [A,A] = A. �

Lemat 1.5 (Kryterium Cartana). Je±li A jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡
Liego nad ciaªem charakterystyki 0 to

• A jest rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy A jest ortogonalne do [A,A]
wzgl¦dem formy Killinga

• A jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy forma Killinga A jest niezdegene-
rowana

Dowód: Je±li A jest rozwi¡zalna, to po rozszerzeniu ciaªo do ciaªa algebra-
icznie domkni¦tego, na mocy twierdzenia Liego dla x ∈ A, y ∈ [A,A] operator
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adxady jest nilpotentny, czyli K(x, y) = Tr(adxady) = 0. Je±li A jest ortogo-
nalne do [A,A] wzgl¦dem formy Killinga, ale A nie jest rozwi¡zalna to de�niuj¡c
A0 = A, Ak+1 = [Ak, Ak] dla pewnego k ≥ 1 mieliby±my Ak = Ak+1 = [Ak, Ak].
Ak s¡ ideaªami A, a wi¦c forma Killinga Ak jest obci¦ciem formy Killinga A do
Ak. Czyli forma Killinga Ak byªaby zerowa. Ale na mocy lematu 1.4 jest to
niemo»liwe, co ko«czy dowód pierwszej cz¦±ci twierdzenia.

Je±li I ⊂ A jest nietrywialnym ideaªem rozwi¡zalnym to rozwa»aj¡c I0 = I,
Ik+1 = [Ik, Ik] widzimy »e A zawieraªaby nietrywialny ideaª abelowy (takim
ideaªem jest Ik z maksymalnym k takim »e Ik 6= {0}). Je±li I jest ideaªem
abelowym, x ∈ A, y ∈ I to I jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla adx i dla ady
czyli I jest nieziennicze dla adxady. Na I mamy ady = 0 czyli TrI(adxady) =
0. Skoro ady(A) ⊂ I to na przestrzni ilorazowej A/I operator ady indukuje
operator zerowy i

K(x, y) = Tr(adxady) = TrI(adxady) + TrA/I(ādxādy) = 0

gdzie ādx i ādy = 0 s¡ operatorami na A/I indukownymi przez adx i ady. A
wi¦c gdyby A nie byªa póªprosta to forma Killinga K byªaby zdegenerowana.

Pozostaje pokaza¢ »e algebra póªprosta ma niezdegenerowan¡ form¦ Kil-
linga. Nie wprost, gdyby A byªa póªprosta, za± K byªaby zdegenerowana to
I = {x ∈ A : ∀y∈AK(x, y) = 0} byªby ideaªem A z zerow¡ form¡ Killinga. Na
mocy pierwszej cz¦±ci I byªy ideaªem rozwi¡zalnym, co przeczyªoby póªprosto-
cie. Czyli I = {0} i K jest niezdegenerowana. �

Lemat 1.6 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad
ciaªem charakterystyki 0 i niech Der(A) b¦dzie algebr¡ Liego ró»niczkowa« A.
Wtedy odwzorowanie x 7→ adx zadaje izomor�zm A z Der(A)

Dowód: J¡drem odwzorowania x 7→ adx jest centrum A, skoro A jest póª-
prosta to centum jest trywialne i A jest izomor�czne ze swoim obrazem Ã w
Der(A). Ã jest ideaªem w Der(A):

[d, adx](z) = d([x, z])− [x, d(z)] = [d(x), z] + [x, d(z)]− [x, d(z)]

= [d(x), z] = add(x)(z).

A wi¦c forma Killinga algebry Der(A) na Ã jest identyczna z form¡ Killinga
Ã czyli jest niezdegenerowana. Niech I = {d ∈ Der(A) : ∀x∈ÃK(d, x) = 0}.
Mamy wtedy Der(A) = Ã⊕ I. Mianowicie, dla d ∈ Der(A) i x ∈ Ã de�nujemy
βd(x) = K(d, x). Skoro K jest niezdegenerowana na Ã to istnieje y ∈ Ã taki
»e βd(x) = K(y, x). Teraz dla dowolnego x ∈ Ã mamy K(d − y, x) = 0, czyli
d− y ∈ I, co pokazuje »e d ∈ Ã+ I. Jako »e d jest dowolne to Der(A) = Ã+ I.
Je±li x ∈ I ∩ Ã to x le»y j¡drze K obci¦tego do Ã, co dzieki temu »e K jest
niezdegenerowana na Ã oznacza »e x = 0, czyli suma Ã+ I jest sum¡ prost¡.

Forma Killinga jest niezmiennicza, a wi¦c I jest ideaªem: dla d ∈ I, x ∈ Ã,
z ∈ Der(A) mamy [z, x] ∈ Ã i

K([z, d], x) = −K(d, [z, x]) = 0

czyli [z, d] ∈ I. Teraz dla d ∈ I i x ∈ Ã mamy [d, x] ∈ Ã ∩ I = {0}. Lecz,
jak to obliczyli±my wy»ej [d, adx] = add(x), czyli d = 0, co oznacza »e I = {0} i
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Der(A) = Ã. �

De�nicja: Mówimy »e operator S na przestrzeni wektorowej V jest póªprosty
je±li V ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych S.

Lemat 1.7 Je±li V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad cia-
ªem algebraicznie domkni¦tym za± A jest operatorem liniowym na V , to istniej¡
operatory S i N takie »e A = S + N , S jest póªprosty, N jest nilpotentny i S
komutuje z ka»dym operatorem komutuj¡cym z A.

Dowód: Je±li A ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡ a to S = aI i N = A − S
daje »¡dany rozkªad. Mianowicie, skoro A ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡ to
wielomian minimaly A to (X−a)k dla pewnego k, czyli Nk = (A−aI)k = 0 i N
jest nilpotentny. Oczywi±cie S jest póªprosty i komutuje z ka»dym operatorm a
wi¦c tym bardziej z ka»dym operatorem komutuj¡cym z A.

Je±liAma warto±ci wªasne a1, . . . , an to niech Vi = {v ∈ V : (A−aiI)dim(V )v =
0}. Je±li B komutuje z A to dla v ∈ Vi mamy (A − aiI)dim(V )Bv = B(A −
aiI)dim(V )v = 0, czyli Bv ∈ Vi. Innymi sªowy, podprzestrzenie Vi s¡ niezmien-
nicze dla B. Lecz V = ⊕Vi czyli je±li zbudujemy rozkªad na ka»dym z Vi z
osobna to b¦dzie miaª »¡dane wªasno±ci: skoro Vi s¡ niezmiennicze dla B to S
komutuj¡c z B na ka»dym z Vi z osobna b¦dzie komutowaª z B. Oczywi±cie S
b¦d¡c sum¡ prost¡ operatorów póªprostych jest póªprosty, N b¦d¡c sum¡ prost¡
operatorów nilpotentnych jest nilpotentny. �

Lemat 1.8 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad
ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0 i niech C b¦dzie podalgebr¡
Cartana w A. Niech A = ⊕αAα gdzie A0 = C. Dla α 6= −β przestrzenie Aα
i Aβ s¡ ortogonalne wzgl¦dem formy Killinga. Forma Killinga A obci¦ta do C
jest niezdegenerowana. Ponadto forma Killinga zadaje dualno±¢ mi¦dzy Aα a
A−α.

Dowód: Wiemy »e [Aα, Aγ ] ⊂ Aα+γ , a wi¦c dla x ∈ Aα, y ∈ Aβ mamy
adxady(Aγ) ⊂ Aα+β+γ i (adxady)k(Aγ) ⊂ Ak(α+β)+γ . Je±li α 6= −β dla dowol-
nego γ takiego »e Aγ 6= {0} i du»ych k mamy Ak(α+β)+γ = {0}, czyli adxady
jest nilpotentny, czyli K(x, y) = Tr(adxady) = 0. Skoro forma Killinga jest
niezdegenerowana za± dla α 6= −β Aα jest ortogonalne do Aβ to A−α musi by¢
dualne do Aα. W szczególno±ci dla α = 0 oznacza to »e forma Killinga obci¦ta
do C jest niezdegenerowana. �
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