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1 Forma Killinga i kryterum Cartana

Definicja. Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra Liego nad ciatem.
Forme
K(z,y) = Tr(adgady)

nazywamy forma Killinga A.
Lemat 1.1 Forma Killinga jest niezmiennicza:
K([z,2],y) + K(z, [z, y]) = 0.
Proof:
K([z, 2], y)+K(z,[2,y]) = Tr(ad,ad,ad,—ad,ad,ad,)+Tr(adyad,ad,—ad,ad,ad,)
= Tr(ad,ad,ad, — ad,adyad,)
= Tr(ad,ad,ad, — ad,adzad,) = 0.

Lemat 1.2 Forma Killinga obcieta do ideatu to forma Killinga ideatu.

Proof: Dowdd zostawiam jako ¢wiczenie dla czytelnika. O

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa potprosta algebra Liego nad ciatem
algebraicznie domknietymi F' charakterystki 0 i niech C bedzie podalgebra Car-
tana w C'. Mamy wtedy rozktad

A= C D @aGAAa
gdzie A = {a: a #0, A, # {0}}.

Lemat 1.3 (Weyl) Jesli e € Ao, f € A_a, h = e, f], B # 0, Ag # {0}
to istnieje liczba wymierna ro g zalezna od «, B lecz niezalezna od wyboru e, f,
taka zZe B(h) = rqo pa(h).



Dowod: Niech V = ®nezAgina. V jest ade,ady i ady, niezmiennicza. Skoro
h = [6, f] to TI‘\/(adh) =0. Czyli

S (B(h) + na(h)) dim(Ag4 ) = 0

nez

czyli
B(h) > dim(Agine) = —a(h) Y ndim(Agine)
nez nez
i
Znez ndim(Agina)
h) = — h
Bt ZnEZ dim(AB+na) a(h)

Lemat 1.4 Jesli A jest algebrq Liego nad ciatem charakterystyki 0, takq ZzZe
A =[A, A] to forma Killinga A jest niezerowa.

Dowdd: Bez zmniejszania ogdlnosci mozna zaktadaé ze cialo podstawowe
jest algebraicznie domkniete. Niech C bedzie podalgebra Cartana w A. Mamy

A=®,A,

gdzie Ag = C. Poniewaz dla 8 # —a mamy [A,, Ag] C An4p zalozenie ze
[A, A] = A implikuje ze C' = lin[A,, A_,]. W szczegolnosci istnieje o # 0,
e€ A,, feA_, takie ze h = [e, f] # 0. Z lematu 1.3 wynika teraz ze

K(h,h) = B(h)*dim(Ag) = a(h)* Y rZ 5 dim(Ag).
B B

Suma po S powyzej jest suma liczb nieujemnych, przy tym ro o = 1, dim(4,) >
0, czyli suma jest dodatnia. A wiec K(h,h) = 0 implikuje ze «(h) = 0 i kon-
sekwentnie dla dowolnego 3 takiego ze Ag # 0 mamy B(h) = 0. C jest roz-
pinane przez wektory h jak wyzej, gdyby dla dowolnego takiego h zachodzito
K(h,h) = 0 to jedynym « takim ze A, # {0} byloby 0, czyli A = C bytaby
nilpotentna. Lecz to przeczytoby warunkowi [A, A] = A. O

Lemat 1.5 (Kryterium Cartana). Jesli A jest skoriczenie wymiarowq algebrg
Liego nad ciatem charakterystyki O to

o A jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy A jest ortogonalne do [A, A
wzgledem formy Killinga

o A jest potprosta wtedy i tylko wtedy gdy forma Killinga A jest niezdegene-
rowana

Dowo6d: Jesli A jest rozwigzalna, to po rozszerzeniu ciato do ciata algebra-
icznie domknietego, na mocy twierdzenia Liego dla z € A, y € [A, A] operator



adzady jest nilpotentny, czyli K (z,y) = Tr(adyady) = 0. Jesli A jest ortogo-
nalne do [A, A] wzgledem formy Killinga, ale A nie jest rozwiazalna to definiujac
Ao = A, Ak+1 = [Ak,Ak] dla pewnego k > 1 mielibyémy Ak = Ak+1 = [Ak,Ak]
Ay, sa idealami A, a wiec forma Killinga Ay, jest obcieciem formy Killinga A do
Ag. Czyli forma Killinga Ay bytaby zerowa. Ale na mocy lematu 1.4 jest to
niemozliwe, co konczy dowdd pierwszej czesci twierdzenia.

Jesli I C A jest nietrywialnym idealem rozwigzalnym to rozwazajac Iy = I,
Ii11 = [Ij, Ii] widzimy 7ze A zawieralaby nietrywialny ideal abelowy (takim
ideatem jest I z maksymalnym k takim ze I # {0}). Jesli I jest idealem
abelowym, x € A, y € I to I jest podprzestrzenia niezmiennicza dla ad, i dla ad,
czyli I jest nieziennicze dla adzad,. Na I mamy ad, = 0 czyli Tr;(ad,ad,) =
0. Skoro ady,(A) C I to na przestrzni ilorazowej A/I operator ad, indukuje
operator zerowy i

K(z,y) = Tr(adyad,) = Try(adgad,) + TrA/I(a}iwaHy) =0

gdzie ad, i ad, = 0 sa operatorami na A/I indukownymi przez ad, i ad,. A
wiec gdyby A nie byta poétprosta to forma Killinga K bylaby zdegenerowana.
Pozostaje pokazaé¢ ze algebra potprosta ma niezdegenerowana forme Kil-
linga. Nie wprost, gdyby A byta polprosta, zas K bylaby zdegenerowana to
I={xe€A:VYyeaK(z,y) = 0} bylby ideatem A z zerowa forma Killinga. Na
mocy pierwszej czeéci I byly idealem rozwiazalnym, co przeczyloby potprosto-
cie. Czyli I = {0} i K jest niezdegenerowana. O

Lemat 1.6 Niech A bedzie skoticzenie wymiarowq pitprostq algebrq Liego nad
ciatem charakterystyki 0 i niech Der(A) bedzie algebrq Liego rdzniczkowan A.
Wtedy odwzorowanie x — ad, zadaje izomorfizm A z Der(A)

Dowoéd: Jadrem odwzorowania x — ad, jest centrum A, skoro A jest pot-
prosta to centum jest trywialne i A jest izomorficzne ze swoim obrazem A w
Der(A). A jest idealem w Der(A):

[d, ad,](2) = d([z, 2]) — [2,d(2)] = [d(x), 2] + [, d(2)] =[x, d(2)]

= [d(x), 2] = adg(z)(2)-

A wiec forma Killinga algebry Der(A) na A jest identyczna z forma Killinga
A czyli jest niezdegenerowana. Niech I = {d € Der(A) : V,ciK(d,z) = 0}.
Mamy wtedy Der(A) = A @ I. Mianowicie, dla d € Der(A) i z € A definujemy
Ba(z) = K(d,x). Skoro K jest niezdegenerowana na A to istnieje y € A taki
ze Bq(x) = K(y,x). Teraz dla dowolnego & € A mamy K(d — y,z) = 0, czyli
d—1y eI, co pokazuje ze d € A+ I. Jako ze d jest dowolne to Der(A) = A+1T.
Jesliz € INAto x lezy jadrze K obcietego do fl, co dzieki temu ze K jest
niezdegenerowana na A oznacza ze x = 0, czyli suma A + I jest suma prosta.

Forma Killinga jest niezmiennicza, a wiec I jest idealem: dla d € I, z € A,
z € Der(A) mamy [z,2] € A i

K([Z,d],l’) - 7K(d7 [Z,IL‘]) =0

czyli [z,d] € I. Teraz dlad € Ii z € A mamy [d,z] € ANT = {0}. Lecz,
jak to obliczylismy wyzej [d,ad,] = adg(,), czyli d = 0, co oznacza ze I = {0} i



Der(A) = A. O

Definicja: Méwimy ze operator S na przestrzeni wektorowej V' jest péiprosty
jesli V ma baze zlozona z wektoréw wtasnych S.

Lemat 1.7 Jesli V jest skoriczenie wymiarowq przestrzeniq wektorowq nad cia-
tem algebraicznie domknietym zas A jest operatorem liniowym na V', to istniejg
operatory S i N takie ze A =S+ N, S jest potprosty, N jest nilpotentny i S
komutuje z kazdym operatorem komutujgcym z A.

Dowo6d: Jesli A ma tylko jedng warto$¢ wilasng ato S =al i N =A—-S
daje zadany rozklad. Mianowicie, skoro A ma tylko jedng wartos¢ wlasna to
wielomian minimaly A to (X —a)* dla pewnego k, czyli N* = (A—al)* =0i N
jest nilpotentny. Oczywiscie S jest pélprosty i komutuje z kazdym operatorm a
wiec tym bardziej z kazdym operatorem komutujacym z A.

Jesli A ma wartosci wlasne a1, . .., a, toniech V; = {v € V : (A—a,I)3™(V)y
0}. Jesli B komutuje z A to dla v € V; mamy (A — a;I)3™V)By = B(A —
aiI)dim(V)v =0, czyli Bv € V;. Innymi stowy, podprzestrzenie V; sa niezmien-
nicze dla B. Lecz V = @V, czyli jesli zbudujemy rozktad na kazdym z V; z
osobna to bedzie miat zadane wlasnosci: skoro V; sa niezmiennicze dla B to S
komutujac z B na kazdym z V; z osobna bedzie komutowal z B. Oczywiscie S
bedac suma prosta operatoréow poétprostych jest potprosty, N bedac suma prosta
operatoréw nilpotentnych jest nilpotentny. O

Lemat 1.8 Niech A bedzie skoviczenie wymiarowq potprostq algebrq Liego nad
ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki 0 i niech C bedzie podalgebrg
Cartana w A. Niech A = ®,A, gdzie Ay = C. Dla o # —f przestrzenie A,
i Ag sq ortogonalne wzgledem formy Killinga. Forma Killinga A obcieta do C
jest niezdegenerowana. Ponadto forma Killinga zadaje dualnos$é miedzy A, a
A_,.

Dow6d: Wiemy ze [Ay, Ay] C Aaty, a wiec dla z € A,, y € Ag mamy
adgady(A,) C Aatpyy i (adgady)*(A,) C Agasp)4y- Jesli a # —f dla dowol-
nego v takiego ze A, # {0} i duzych k mamy Aj(o4p)+, = {0}, czyli ad,ad,
jest nilpotentny, czyli K(z,y) = Tr(adyad,) = 0. Skoro forma Killinga jest
niezdegenerowana za$ dla o # —f A, jest ortogonalne do Ag to A_, musi by¢
dualne do A,. W szczegdlnosci dla o = 0 oznacza to ze forma Killinga obcieta
do C jest niezdegenerowana. (|



