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1 Struktura algebr póªprostych

Przypominam lemat z poprzedniego wykªadu:

Lemat 1.1 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad

ciaªem charakterystyki 0 i niech Der(A) b¦dzie algebr¡ Liego ró»niczkowa« A.
Wtedy odwzorowanie x 7→ adx zadaje izomor�zm A z Der(A)

Lemat 1.2 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ póªprost¡ algebr¡ Liego nad

ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0 i niech C b¦dzie podalgebr¡

Cartana w A. C jest przemienna i dla x ∈ C operator adx jest póªprosty.

Dowód: Dla x, y ∈ C mamy

K(x, y) =
∑

α(x)α(y) dim(Aα)

Je±li y ∈ [C,C] to wtedy α(y) = 0 dla dowolnego α takiego »e Aα 6= {0}.
A wi¦c wtedy K(x, y) = 0, czyli y = 0 bo forma Killinga obci¦ta do C jest
niezdegenerowana. Konsekwentnie [C,C] = {0} i C jest przemienna.

Dla x ∈ C niech adx = S + N b¦dzie rozkªadem adx na cz¦±¢ póªprost¡
i nilpotentn¡. S jest ró»niczkowaniem A: dla y ∈ Aα, z ∈ Aβ mamy [y, z] ∈
Aα+β , S(y) = α(x)y, S(z) = β(x)z a wi¦c

S([y, z]) = (α+ β)(x)[y, z] = [α(x)y, z] + [y, β(x)z] = [S(y), z] + [y, S(z)].

Na mocy 1.1 istniej¡ s, n ∈ A takie »e ads = S i adn = N . S komutuje z ka»-
dymo operatorm komutuj¡cym z adx, a wi¦c w szczególno±ci S komutuje z ady
dla dowolnego y ∈ C. A wi¦c jeszcze raz u»ywaj¡c 1.1 widzimy »e s komutuje z
C, czyli s nale»y do normalizatora C, czyli s ∈ C. Skoro x = s + n to równie»
n ∈ C. Jednak»e adn jest nilpotentny, czyli α(n) = 0 dla α takich »e Aα 6= {0},
czyli jak poprzednio n = 0, co oznacza »e adx = S jest póªprosty. �

Niech Λ = {α 6= 0 : Aα 6= {0}}. Przy zaªo»eniach jak wy»ej forma Killinga
jest niezdegenerowana na C, a wi¦c dla α ∈ Λ istnieje dokªadnie jeden hα ∈ C
takie »e α(x) = K(hα, x) dla dowolnego x ∈ C.

Lemat 1.3 • Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α to [e, f ] = K(e, f)hα.

• α(hα) 6= 0
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• {hα : α ∈ Λ} rozpina C

• Je±li e ∈ Aα, f ∈ A−α, K(e, f) 6= 0 to podalgebra A generowana przez e,
f i hα jest izomor�czna z sl(2, F )

• Przestrzenie Aα s¡ jednowymiarowe

• Je±li α, tα ∈ Λ to t ∈ {−1, 1}

• Je±li α, β ∈ Λ to 2K(hα, hβ)/K(hα, hα) jest liczb¡ caªkowit¡

Dowód: Niech e ∈ Aα, f ∈ A−α. Dla x ∈ C mamy

K([e, f ], x) = −K(f, [e, x]) = α(x)K(f, e) = K(f, e)K(hα, x)

czyliK([e, f ]−K(e, f)hα, x) = 0 co na mocy niezdegenerowaniaK na C oznacza
»e [e, f ] = K(e, f)hα. A wi¦c pokazali±my pierwszy punkt.

Na mocy lematu Weyla dla dowolnego β ∈ Λ mamy β(hα) = cα,βα(hα),
czyli α(hα) = 0 implikowaªoby β(hα) = 0, czyli (jak w dowodzie 1.2) hα byªoby
ortogonelne do C wzgl¦dem formy Killinga i hα = 0. Lecz α 6= 0, wi¦c hα 6= 0
co oznacza »e α(hα) 6= 0.

A jest póªprosta, wi¦c A = [A,A] = lin[Aα, Aβ ] Dla α 6= −β dostajemy
skªadniki rozkªadu ró»ne od C, a wi¦c C = linα6=0[Aα, A−α]. Na mocy poprzed-
nigo punktu [Aα, A−α] jest rozpinane przez hα, czyli C = lin{hα : α ∈ Λ}.

Aby pokaza¢ trzeci punkt niech g = 2f/(α(hα)K(e, f)). Wtedy K(e, g) =
K(e, f)/(α(hα)K(e, f)) = 2/α(hα), h = [e, g] = K(e, g)hα = 2hα/α(hα) i
α(h) = 2α(hα)/α(hα) = 2. A wi¦c [h, e] = α(h)e = 2e i [h, g] = −α(h)g = −2g
co oznacza »e h, e, g speªniaj¡ te same relacje komutacji co

H =

[
1 0
0 −1

]
, X =

[
0 1
0 0

]
, Y =

[
0 0
1 0

]
czyli h 7→ H, e 7→ X, g 7→ Y zadaje izomor�zm.

Przypu±¢my teraz »e Aα ma wymiar wi¦kszy ni» 1. Wtedy istniaªby z ∈ Aα
taki »e z 6= 0, leczK(z, g) = 0. A wi¦c [g, z] = K(z, g)hα = 0, czyli z generowaªy
sko«czenie wymiarowy moduª M nad sl(2, F ) taki »e wszystkie warto±ci wªasne
h byªyby dodanie. Dokªadniej niech z0 = 0 i zk+1 = [e, zk]. Zauwa»my »e
istniej¡ staªe ck takie »e [g, zk] = ckzk−1 dla k ≥ 0 (gdzie c0 = 0 i z−1 =
0). Mianowicie indukcyjnie [g, zk+1] = [g, [e, zk]] = [[g, e], zk] + [e, [g, zk]] =
−[h, zk] + [e, ckzk−1] = −2kzk + ckzk czyli M = lin{adke(z) : k ∈ Z, k ≥ 0} bo
ta podprzestrze« jest niezmiennicza na dziaªanie h, e, g. Ale taki moduª M nie
istnieje co oznacza »e przestrze« Aα jest jednowymiarowa.

Podobnie, je±liAtα jest nietrywialne to hmusi mie¢ caªkowit¡ warto±¢ wªasn¡
na Atα, czyli 2t ∈ Z. Ale rola α i tα jest symetryczna, czyli równie» 2/t ∈ Z.
Gdyby t = 2 to A2α = ade(Aα) lecz jest to niemo»liwe bo Aα jest rozpinane
przez e i ade(Aα) = {0}. Przez symetri¦ wykluczone jest równie» t = −2,
t = 1/2, i t = −1/2. A wi¦c jedne mo»liwo±ci które pozostaj¡ to t = −1 lub
t = 1.

Aby pokaza¢ ostatni punkt rozwa»my podalgebr¦ A generowan¡ przez hα, e,
f . Jak wiemy ta algebra jest izomor�czna z sl(2, F ). NiechH = 2hα/K(hα, hα).
Z opisu sko«czenie wymiarowych moduªów nad sl(2, F ) wiemy »e w dowol-
nym takim module H ma caªkowite warto±ci wªasne. Rozwa»my dziaªanie
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H na x ∈ Aβ : [H,x] = 2β(hα)/K(hα, hα) = 2K(hβ , hα)/K(hα, hα), czyli
2K(hβ , hα)/K(hα, hα) jako warto±¢ wªasna H jest liczb¡ caªkowit¡. �

Lemat 1.4 α(hα) ∈ Q i α(hα) > 0. Niech V = linQ{hα : α ∈ Λ}. Forma

Killinga obci¦ta do V przyjmuje warto±ci wymierne i jest dodatnio okre±lona.

Ponadto, je±li S ⊂ Λ i ∆ = {hα : α ∈ S} jest baz¡ C nad F , to ∆ jest baz¡ V .

Dowód: α(hα) = K(hα, hα) =
∑
β∈Λ β(hα)2 =

∑
β∈Λ(rα,βα(hα))2 czyli

α(hα) =
1∑

β∈Λ r
2
α,β

,

wi¦c α(hα) ∈ Q i α(hα) > 0.
Je±li h =

∑
qαhα, to β(h) =

∑
α,β∈Λ qαrα,βα(hα) czyli β(h) ∈ Q. Je±li

h1, h2 ∈ V to K(h1, h2) =
∑
β∈Λ β(h1)β(h2) ∈ Q i K(h, h) =

∑
β∈Λ β(h)2 ≥ 0.

Je±li K(h, h) = 0 to dla ka»dego β ∈ Λ mamy β(h) = 0 i h jest ortogonalne
wzgl¦dem formy Killinga do C, czyli h = 0.

Niech ∆ jak wy»ej b¦dzie baz¡ C nad F , Ṽ = linQ(∆) i niech β ∈ Λ. Dla
hα ∈ ∆ mamy β(hα) = K(hβ , hα) ∈ Q czyli β ∈ Ṽ ∗, czyli istnieje h̃ ∈ Ṽ

taki »e β(h) = K(h̃, h) dla h ∈ Ṽ . Jednak»e ∆ ⊂ Ṽ jest baz¡ C nad F , wi¦c
β(h) = K(h̃, h) dla h ∈ C, czyli h̃ = hβ , a wi¦c hβ ∈ Ṽ . �

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ nad ciaªem F charakte-
rystyki 0. Zakªadamy »e na V jest zadany iloczyn skalarny. Dla wektora v ∈ V
odbicie σv w kierunku v de�niujemy wzorem

σv(x) = x− 2
v(v, x)

(v, v)

gdzie zakªadamy »e (v, v) 6= 0. Dla F = R jest to klasyczna de�nicja, ale te
same wªasno±ci dostaniemy dla innych ciaª.

Lemat 1.5 Istnieje automor�zm φ : A 7→ A taki »e φ(C) = C, φ(hα) = −hα
i φ(h) = h dla h ∈ C takich »e α(h) = 0. Innymi sªowy, φ|C jest odbiciem w

kierunku hα.

Dowód: Wybieramy e ∈ Aα, f ∈ A−α, tak by α([e, f ]) = 2. Wtedy podal-
gebra A generowana nad Q przez [e, f ], e, f jest izomor�czna z sl(2,Q). Niech

H =

[
1 0
0 −1

]
, X =

[
0 1
0 0

]
, Y =

[
0 0
1 0

]
Przy izomor�¹mie [e, f ] przechodzi na H, e przechodzi na X, f przechodzi
na Y . Zauwa»my »e ade i adf s¡ nilpotentnymi automor�zmami A, dlatego

ψ1 = exp(ade) =
∑

adke/k! i ψ2 = exp(−adf ) =
∑

(−adf )k/k! s¡ dobrze zde-
�nowanymi automor�zmami A. Poka»emy »e φ = ψ1ψ2ψ1 jest po»¡danym
automor�zmem. Mianowicie, je±li h ∈ C i α(h) = 0 to [h, e] = [h, f ] = 0,
czyli ade(h) = adf (h) = 0 i konsekwentnie ψ1(h) = ψ2(h) = 0, wiec φ(h) = h.
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Pozostaje pokaza¢ »e φ([e, f ]) = −[e, f ]. Dzi¦ki izomor�zmowi algebry genero-
wanej przez [e, f ], e, f z sl(2,Q) jest to ¢wiczenie na mno»enie macierzy 2 na 2.
Dokªadniej, wystarczy wykona¢ obliczenia u»ywaj¡c adX i adY zamiast ade i
adf . Dla Z ∈ sl(2,Q) mamy adX(Z) = XZ − ZX = LX(Z) − RX(Z) gdzie
LX jest operatorem mno»enia z lewej strony, za± RX operatorem mno»enia z
prawej strony. Poniewa» mno»enie z lewej komutuje z mno»eniem z prawej
many exp(adX) = Lexp(X)Rexp(−X) i konsekwentnie φ([e, f ]) przechodzi przy
izomor�¹mie na Lexp(X) exp(−Y ) exp(X)Rexp(−X) exp(Y ) exp(−X)H. Teraz

exp(X) =

[
1 1
0 1

]

exp(−Y ) =

[
1 0
−1 1

]
exp(X) exp(−Y ) exp(X) =

[
0 1
−1 0

]
Lexp(X) exp(−Y ) exp(X)Rexp(−X) exp(Y ) exp(−X)H =

[
−1 0
0 1

]
= −H.

�

De�nicja: Niech V b¦dzie jak w de�nicji odbicia. Mówimy »e sko«czony
podzbiór Λ ⊂ V jest systemem pierwiastków je±li 0 /∈ Λ, Λ rozpina V i dla
ka»dego v ∈ Λ mamy σv(Λ) ⊂ Λ. Mówimy »e Λ jest krystalogra�czny je±li
2(α, β)/(β, β) ∈ Z dla dowolnych α, β ∈ Λ. Mówimy »e Λ jest zredukowany je±li
dla α, tα ∈ Λ implikuje »e t ∈ {−1, 1}.
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