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1 Struktura algebr péiprostych
Przypominam lemat z poprzedniego wyktadu:

Lemat 1.1 Niech A bedzie skoniczenie wymiarowq potprostq algebrq Liego nad
ciatem charakterystyki 0 i niech Der(A) bedzie algebrq Liego rézniczkowarn A.
Wtedy odwzorowanie x — ad, zadaje izomorfizm A z Der(A)

Lemat 1.2 Niech A bedzie skoticzenie wymiarowq potprostq algebrq Liego nad
ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki O i niech C' bedzie podalgebrg
Cartana w A. C jest przemienna i dla x € C' operator ad, jest potprosty.

Dowoéd: Dla z,y € C mamy
K(z,y) = > a(z)a(y) dim(4.)

Jesli y € [C,C] to wtedy a(y) = 0 dla dowolnego « takiego ze A, # {0}.
A wiec wtedy K(z,y) = 0, czyli y = 0 bo forma Killinga obcieta do C jest
niezdegenerowana. Konsekwentnie [C, C] = {0} i C jest przemienna.

Dla z € C niech ad, = S + N bedzie rozkladem ad, na cze$¢ podtprosta
i nilpotentna. S jest rozniczkowaniem A: dla y € A,, z € Ag mamy [y,z] €

Aars S(y) = ale)y, S(=) = B(x)z a wige
S(ly. 2)) = (a + B)@)ly 2] = [a(@)y, ] + [y, Bx)2] = [S(y), 2] + [y, S(2)].

Na mocy 1.1 istniejg s,n € A takie ze ad; = S i ad,, = N. S komutuje z kaz-
dymo operatorm komutujacym z ad,, a wiec w szczegblnoéci S komutuje z ad,
dla dowolnego y € C. A wiec jeszcze raz uzywajac 1.1 widzimy ze s komutuje z
C, czyli s nalezy do normalizatora C, czyli s € C. Skoro z = s + n to réwniez
n € C. Jednakze ad,, jest nilpotentny, czyli a(n) = 0 dla « takich ze A, # {O},
czyli jak poprzednio n = 0, co oznacza ze ad, = S jest potprosty.

Niech A = {a # 0 : A, # {0}}. Przy zalozeniach jak wyzej forma Killinga
jest niezdegenerowana na C, a wiec dla « € A istnieje doktadnie jeden h, € C
takie ze a(x) = K(hgy,x) dla dowolnego z € C.

Lemat 1.3 o Jesliec Ay, fE€A_ tole, fl = Kl(e, f)hqg.
e alhy) #0



o {hq :a € A} rozpina C

o Jesliec A, f € A_n, Kle, f) # 0 to podalgebra A generowana przez e,
f @ hy jest izomorficzna z s1(2, F)

o Przestrzenie A, sq¢ jednowymiarowe
o Jesli ayta € A tot € {—1,1}
o Jeslia, 5 € A to 2K (ha, hg)/K(ha, ha) jest liczbg catkowitg
Dowod: Niech e € A, f € A_,. Dla z € C mamy
K([e, fl,x) = —K(f,[e,2]) = a(2)K(f, €) = K(f,€)K (ha, )

czyli K ([e, f]—K (e, f)ha, ) = 0 co na mocy niezdegenerowania K na C' oznacza
z7e [e, f] = K(e, f)ha. A wiec pokazalismy pierwszy punkt.

Na mocy lematu Weyla dla dowolnego 8 € A mamy SB(h.) = capge(ha),
czyli a(hy) = 0 implikowaloby B(h,) = 0, czyli (jak w dowodzie 1.2) h, byloby
ortogonelne do C' wzgledem formy Killinga i h, = 0. Lecz o # 0, wiec hy # 0
co oznacza ze a(hy) # 0.

A jest polprosta, wiec A = [A, A] = lin[A,, Ag] Dla o # —f dostajemy
sktadniki rozktadu rézne od C, a wiec C' = ling20[Aqn, A—o]. Na mocy poprzed-
nigo punktu [A,, A_,] jest rozpinane przez h,, czyli C = lin{h, : a € A}.

Aby pokaza¢ trzeci punkt niech g = 2f/(a(ha)K (e, f)). Wtedy K(e,g) =
K(e, f)/(a(ha)K(e, f) = 2/alha), h = [e,g] = K(e,qha = 2ho/alha) i
a(h) = 2a(hy)/a(hs) = 2. A wiec [hye] = a(h)e =2¢e1i [h,g] = —a(h)g = —2¢
co oznacza ze h,e, g spelniaja te same relacje komutacji co

1 0 0 1 0 0
e R ]
czyli h— H, e~ X, g — Y zadaje izomorfizm.

Przypusémy teraz ze A, ma wymiar wiekszy niz 1. Wtedy istniatby z € A,
takize z # 0, lecz K(z,g) = 0. A wiec [g, 2] = K(z, g)ha = 0, czyli z generowaly
skoniczenie wymiarowy modut M nad sl(2, F') taki ze wszystkie wartosci wiasne
h bylyby dodanie. Dokladniej niech zg = 01 zx41 = [e, 2;]. Zauwazmy ze
istnieja stale ¢ takie ze [g,2r] = crzp—1 dla k > 0 (gdzie ¢g = 01 21 =
0). Mianowicie indukcyjnie [g,zk+1] = g, [e, 2k]] = [Lg,e],zk} + le, [, 2k]] =
—[h, zx]) + [e, chzk—1] = —2kzi + ez czyli M = lin{ad;(z) : k € Z,k > 0} bo
ta podprzestrzen jest niezmiennicza na dzialanie h, e, g. Ale taki modul M nie
istnieje co oznacza ze przestrzen A, jest jednowymiarowa.

Podobnie, jesli A, jest nietrywialne to A musi mie¢ catkowita wartosé wtasna
na A, czyli 2t € Z. Ale rola « i ta jest symetryczna, czyli rowniez 2/t € Z.
Gdyby t = 2 to Az, = ad.(A,) lecz jest to niemozliwe bo A, jest rozpinane
przez e i ad.(A,) = {0}. Przez symetrie wykluczone jest rowniez t = —2,
t=1/2,it = —1/2. A wiec jedne mozliwosci ktore pozostaja to t = —1 lub
t=1.

Aby pokaza¢ ostatni punkt rozwazmy podalgebre A generowang przez h,, e,
f. Jak wiemy ta algebra jest izomorficzna z sl(2, F'). Niech H = 2h, /K (hq, ha)-
Z opisu skoriczenie wymiarowych modutéw nad sl(2, F) wiemy ze w dowol-
nym takim module H ma calkowite wartosci wlasne. Rozwazmy dzialanie



Hnaz € Ag: [H,2] = 28(ha)/K(hasha) = 2K (hg, ha)/K (ha, ha), czyli
2K (hg, ha)/K (ha, ha) jako wartos¢ wlasna H jest liczba catkowita. O

Lemat 1.4 a(hy) € Q i a(hy) > 0. Niech V = ling{ho : @ € A}. Forma
Killinga obcieta do V' przyjmuje wartosci wymierne i jest dodatnio okreslona.
Ponadto, jesli S C A i A ={hy:a €S} jest bazg C nad F, to A jest bazg V.

Dowod: a(hy) = K(ha,ha) = ZﬁeAﬂ(hQ)2 = ZﬂeA(m,gcv(ho())2 czyli

1

alhe) = =3,
ZﬁeA Ti,ﬁ

wigc a(hy) € Q1 a(hy) > 0.

Jesli h = 3 qaha, to B(h) = 3, sen daTa,p(ha) czyli B(h) € Q. Jesl
hi,he € V to K(hl,hQ) = E,BEA 6(h1)ﬁ(h2) ceQi K(h,h) = EBEA 6(}1)2 > 0.
Jesli K(h,h) = 0 to dla kazdego 8 € A mamy S(h) = 01 h jest ortogonalne
wzgledem formy Killinga do C, czyli h = 0.

Niech A jak wyzej bedzie baza C nad F, V = ling(A) i niech g € A. Dla
he € A mamy B(hy) = K(hg,ha) € Q czyli § € V*, czyli istnieje h € V
taki ze B(h) = K(h,h) dla h € V. Jednakze A C V jest baza C nad F, wiec
B(h) = K(h,h) dla h € C, czyli h = hg, a wiec hg € V. O

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia nad cialem F' charakte-
rystyki 0. Zakladamy ze na V jest zadany iloczyn skalarny. Dla wektora v € V'
odbicie o, w kierunku v definiujemy wzorem

v(v, x)

(v, 0)

gdzie zakltadamy ze (v,v) # 0. Dla F' = R jest to klasyczna definicja, ale te
same wtlasnosci dostaniemy dla innych cial.

oy(x) =2 —2

Lemat 1.5 Istnieje automorfizm ¢ : A — A taki ze $(C) = C, ¢(ha) = —ha
i ¢(h) = h dla h € C takich ze a(h) = 0. Innymi stowy, ¢|c jest odbiciem w
kierunku h,.

Dowo6d: Wybieramy e € A, f € A_,, tak by a(le, f]) = 2. Wtedy podal-
gebra A generowana nad Q przez [e, f], e, f jest izomorficzna z s1(2, Q). Niech

1 0 0 1 0 0
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Przy izomorfizmie [e, f] przechodz na H, e przechodz na X, f przechodzi
na Y. Zauwazmy ze ad. i ads s3 nilpotentnymi automorfizmami A, dlatego
Y1 = exp(ad.) = Y ad¥/k! i ¢, = exp(—ad;) = Y (—ad;)*/k! sa dobrze zde-
finowanymi automorfizmami A. Pokazemy ze ¢ = 111211 jest pozadanym
automorfizmem. Mianowicie, jesli h € C i a(h) = 0 to [h,e] = [h, f] = 0,
czyli ade(h) = adf(h) = 0 i konsekwentnie t1(h) = ¥s(h) = 0, wiec ¢(h) = h.



Pozostaje pokazaé ze ¢([e, f]) = —le, f]. Dzieki izomorfizmowi algebry genero-
wanej przez [e, f],e, f 7 sl(2,Q) jest to ¢wiczenie na mnozenie macierzy 2 na 2.
Doktladniej, wystarczy wykonaé obliczenia uzywajac adx i ady zamiast ad, i
ad;. Dla Z € sl(2,Q) mamy adx(Z) = XZ — ZX = Lx(Z) — Rx(Z) gdzie
Lx jest operatorem mnozenia z lewej strony, zas Rx operatorem mnozenia z
prawej strony. Poniewaz mnozenie z lewej komutuje z mnozeniem z prawej
many exp(adx) = Lexp(x)Rexp(—x) 1 konsekwentnie ¢(e, f]) przechodzi przy
izomorfizmie na Lexp(X) exp(—Y) exp(X)ReXp(fX) exp(Y) exp(fX)H' Teraz

exp(X) = [ (1) 1 }
ENEE

exp(X) exp(—Y) exp(X) = { —01 (1) ]

10
Lesxp(x) exp(=) exp(X) Rexp(—X) exp(v) exp(-x) H = [ 0 1 ] =—H.

Definicja: Niech V' bedzie jak w definicji odbicia. Moéwimy ze skonczony
podzbior A C V jest systemem pierwiastkéw jesli 0 ¢ A, A rozpina V i dla
kazdego v € A mamy o,(A) C A. Mowimy ze A jest krystalograficzny jesli
2(a, 8)/(8, B) € Z dla dowolnych a, 8 € A. Mowimy ze A jest zredukowany jesli
dla «,ta € A implikuje ze t € {—1,1}.



