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1 Struktura algebr pélprostych 2

Przypominam ze rozpatrujemy polprosta algebre Liego A nad cialem charak-
terystyki 0. A zawiera podalgebre Cartana C. ZdefiniowaliSmy wektory h,,
jako takie wektory ze dla niezerowych funkcjonaléw pierwiastkowych o mamy
K(z,hy) = a(hy). V jest przestrzenia wektorowa nad Q rozpinanna przez h,.
A ={ha}.

Definicja Powiemy ze uklad pierwiastkow A na V jest rozkladalny, jesli
V=VieVeiA=AUAy gdzie A; = ANV, dlai=1,2. Powiemy ze uktad
pierwiastkéw jest nierozkladalny jesli nie jest rozkladalny.

Lemat 1.1 Jesli A jest uktadem pierwiastkow na V to istniejg podprzestrzenie
Vi i uktady pierwiastkow A; na V; takie ze

V:@i‘/ia
A=A
4

i \; jest nierozktadalny. Taki rozktad jest jednoznaczny. Ponadto, jesli A jest
uktadem pierwiastkow A jak wyzej, to istniejg podalgebry B; takie zZe

A=®;B;
i A; jest uktadem pierwiastkow B;.

Dowdd: Jesli mamy rozktad A jak wyzej to zauwazmy ze V; sa wzajemnie
ortogonalne. Mianowicie, odbicie wzgledem \; € A; przekstalaca Ao € As na
Ao 4+ cAp dla pewnego c. Jednakze Ay + cA; jest elementem A wtedy i tylko
wtedy gdy ¢ = 0. To za$§ oznacza ze \; jest ortogonalne do Ay. Jako ze A; € Ay
byt dowolny i A; rozpina V; to V7 jest ortogonalne do As. Rozumujac podobnie
widzimy ze Vi jest ortogonalne do V5 i ogodlniej V; jest ortogonalne do V; dla
i j.

Teraz na A wprowadzamy relacje r tak ze r(a, 8) wtedy i tylko wtedy gdy
« i B nie sy ortogonalne. Niech r* bedzie domknieciem tranzytywnym r. r*
jest relacjg rownowaznosci. Jako A; bierzemy klasy abstrakcji r* a jako V; prze-
strzenie rozpinane przez A;. Z okre§lenia widaé ze V; sa wzajemnie ortogonalne,
czyli daja rozklad V. Jak pokazaliSmy rozkladalnoéé¢ implikuje ortogonalnosé
sktadnikéw rozktadu. Ale z definicji A; nie da sie podzieli¢ na wzajemnie orto-
gonalne podzbiory, wiec A; sg nierozkladalne. Co wiecej, jesli A =Ty UTs jest
rozktadem A jak wyzej i Ty NA; # 0 to Ay € Ty, Co wigeej, elementy T'y — A;



(tu jest roznica teoriomnogosciowa) sa ortogonalne do A; i dalyby rozktad I'y
czyli jesli 'y jest nierozkladalne to A; = I';. To daje jednoznacznosé rozkladu.
Jesli A = {h,} jest ukladem pierwiastkow A to bierzemy

Ai = {a the € Az},
C; = lin(Ay),
B, =C;® @a:]\iAa‘

Zauwazmy najpierw ze

jako przestrzen wektorowa. Pozostaje pokazaé¢ ze B; sa podalgebrami i ze wza-
jemnie komutuja.

Dla i # j ze wzgledu na ortogonalnos¢ C; do A; C; komutuje z A, dla
o € Ay, czyli C; komutuje z B;. Dla a € Aipel= Uj /~\j mamy o+ 3 € A
implikuje 8 € A;. A wiec B; sa podalgebrami i dla ¢ # j B; komutuje z B;. O

Lemat 1.2 Niech A, V, A bedqg jak wyzej (na V' rozpatrujemy iloczyn ska-
larny wyznaczony przez forme Killinga). A jest zredukowanym krystalograficz-
nym uktadem pierwiastkow na V. A jest wyznaczona przez A z doktadnosciq
do izomorfizmu. Dla dowolnego zredukowanego krystalograficznego uktadu pier-
wiastkow A istnieje potprosta algebra Liego Ax r nad F z A jako uktadem pier-
wiastkéow. Ponadto istnieje potprosta algebra Liego Ax nad Q taka Ze jej po-
dalgebra Cartana diagonalizuje sie i A jest jej uktadem pierwiastkow (innymi
stowy, w odpowiedniej bazie mozna A zdefiniowaé nad liczbami wymiernymi).

Szkic dowodu: Na mocy lematu z poprzedniego wykladu A jest ukladem
pierwiastkow. Podobnie A jest zredukowanym ukladem krystalograficznym. A
priori A zalezy od wyboru podalgebry Cartana. Jednakze wszystkie podalgebry
Cartana A sg sprzezone, tzn. dla dowolnych podalgebr Cartana Cp,Cy C A ist-
nieje automorfizm A przeprowadzajacy C; na Cs (to twierdzenie przyjmujemy
bez dowodu). Oznacza to ze uklad pierwiastkow jest wyznaczony przez A z do-
ktadnosciag do izomorfizmu. Istnienie algebry z zadanym ukladem pierwiastkow
dowodzimy dla kazdego nierozktadalnego uktadu pierwiastkow z osobna. Pomi-
jam dowdd pozostalej czesci twierdzenia. |

Pokazaliémy ze rozkladalne uklady pierwiastkow odpowiadaja sumom pro-
stym algebr. Teraz chcemy wyznaczy¢ strukture nierozktadalnych uktadéw pier-
wiastkow, to nam da pelny opis algebr poélprostych nad cialami algebraicznie
domknietymi charakterystyki 0.

Lemat 1.3 Niech A bedzie uktadem pierwiastow w przestrzni dwuwymiarowej
nad R zas eq = af|a| dla o € A. Wtedy e, sq wierzchotkami 2n-kqta foremnego
dla pewnego n € Z.

Dowod: e, sa wektorami jednostkowej dilugosci, kazdy z nich wyznacza
punkt na okregu jednostkowym. Ponumerujmy « tak by te punkty wypadaty



po kolei, tzn. eo, , i €q,,, sa najblizszymi punktami do e,; (i lezg po réznych
stronach). Skoro uklad pierwiastkow jest niezmienniczy na odbicia w kierunku
swoich elementéw, to o, (€a;_1) = —€ay,,, czyli kat miedzy en, , a e, jest
taki sam jak kat miedzy en; a eq,,,, cO 0znacza ze e, sg wierzchotkami wielo-
kata foremnego. Poniewaz a € A implikuje —« € A, moc {e,} jest parzysta. O

Niech w € V bedzie wektorem takim ze (a,w) # 0 dlaa € A, Ay = {a €
A (o,w) > 0}. A4 nazywamy zbiorem pierwiastkow dodatnich.

Lemat 1.4 Niech A C Ay bedzie zbiorem tych elementow A ktdre dajg wszyst-
kie kierunki ekstremalne stozka wypuktego generowanego przez Ay. Wtedy dla
a,B €A, a# B mamy (a,B) <0. Co wiecej kat pomiedzy o a § to (n—1)w/n
dla pewngo n € Z. Ponadto A jest bazqg V.

Dowod: Wiadomo ze dowolny element wtasciwego domknietego stozka wy-
puktlago jest kombinacja liniowa o wspoélczynnikach dodatnich elementéw zada-
jacych kierunki ekstremalne. Czyli kazdy element A jest kombinacja linowa
elementéw z A. Poniewaz A = Ay U —A, to réwniez kazdy element z A jest
kombinacjg linowa elementow z A. Lecz A rozpina V czyli A rozpina V. Jesli
V jest jednowymiarowe to A sklada sie z jednego elementu i teza jest oczy-
wista. W przeciwnym razie dla «,8 € A a # [ rozpatrzmy podprzestrzen
Va,p = lin{a, B} C V. Niech Q = ANV, g zas Qy = AL NV, 5. Q jest syste-
mem pierwiastkow w przestrzeni dwuwymiarowej zas 2 odpowiednim uktadem
pierwiastkow dodatnich. Z lematu wiemy ze po unormowaniu elementy € sa
wierzchotkami 2n-kata foremnego. n > 2, przy tym dla n = 2 mamy czworokat
i wida¢ ze o i 8 sa ortogonalne. Dla n > 2 mamy |Q4| = n, czyli pomiedzy o a
(B musi by¢ n — 1 innych pierwiaskow, czyli kat pomiedzy « a 8 to (n — 1)7/n.
Dla n > 2 to implikuje ze («, 8) < 0.

Aby pokaza¢ ze A jest liniowo niezalezne rozwazmy kombinacje liniowa
Y oaen @at. Niech Dy = {a € A:aq >0}, D_ = {a € A:aq <0} iniech
W =3 ,ep, Gal, V=3 cp Gaa. Poniewaz dla a € Ay mamy (w,a) >0
to (w,w) = ZaeDJr aq(w,a) > 0 czyli w # 0 o ile Dy # (). Podobnie v # 0 o
ile D_ # 0. Jesli nie wszystkie wspolczynniki rozwazanej kombinacji liniowej
znikaja to co najmniej jeden z D, lub D_ jest niepusty. Jesli dokladnie jeden
jest niepusty to poprzednie uwagi pokazuja ze ta kombinacja jest niezerowa.
Jesli oba sa niepuste to (w + v, w + v) = (w,w) + 2(w,v) + (v,v). Nastepnie
(w,v) = ZaeD+,ﬁeD, agag(a,B) > 0 bo ay, > 0, ag < 0, (o, 8) < 0, czyli
(w+v,w~+v) > (w,w)+ (v,v) >0, czyli w+ v # 0 co pokazuje liniowa nieza-
leznosé. O

Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krotko diagramem Dynkina) zwigzanym
z A nazywany graf ktérego wierchotkami sy elementy A zas krawedzie sg po-
miedzy takimi «, 5 € A ze («, 8) < 0. Przy tym krawedzi przypisujemy wage n
jesli kat pomiedzy a a 8 to (n — 1)w/n.

Ogolniej, mozemy rozpatrywaé¢ uktady wektoréw A takie ze dla a, 8 € A,
a # B kat pomiedzy « a 8 to (n — 1)7/n dla pewnego n € Z, n > 2.

W diagramie Dynkina zredukowanego uktadu pierwiastkéw moga sie pojawié
pierwiastki réznej dtugosci, wtedy krawedz rysujemy jako strzalke skierowana



w kierunku krétszego wektora.

Lemat 1.5 Diagram Dynkina nierozktadalnego zredukowanego krystalograficz-
nego uktadu pierwiastkow nalezy do jednej z wymienionych nizej rodzin:

A, : n wierzchotkéw potgczonych w taricuch krawedziami wagi 3,

By, : n wierzchotkow z n > 2 potgczonych w tanicuch gdzie wagi krawedzi
sq 3 za wyjgtkiem ostatniego potgczenia ktore ma wage 4 zas strzatka jest
w kierunku ostatniego wierzchotka,

Cyn: n wierzchotkéow z n > 3 potgczonych w taricuch gdzie wagi krawedzi
sq 3 za wyjgtkiem ostatniego potgczenia ktore ma wage 4 zas strzatka jest
w kierunku przedostatniego wierzchotka,

D,,: n wierzchotkow z n > 4 gdzie n — 1 wierzchotki sq polgczone w
tancuch, zas przedostatni wierzchotek tancucha jest potgczony z ostatnim
wierzchotkiem (ktéry mie ma innych potgczen), przy tym wagi potgczen to
3,

FEg, Er, Eg. n wierzchotkow zn = 6,7,8 gdzie n — 1 wierzchotki sq¢ potg-
czone w tarncuch, za$ drugi od korica wierzchotek taricucha jest potgczony
z ostatnim wierzchotkiemn (ktory mie ma innych potgczen), przy tym wagi
potgczen to 3,

Fy: cztery wierzchotki potgczone w taricuch, gdzie wagi skrajnych potgczen
to 3 za$ waga Srodkowego polgczenia to 4, przy tym Srodkowe potgczenie
jest skierowane (ale wybor kierynku daje izomorficzne diagramy),

Go: dwa wierzchotki potgczone krawedziq wagi 6 (ktéra jest skierowane).

Ponadto istnieje niekrystalograficzny uktad pierwiastkow w przestrzeni wymiaru
3 i w przestrzeni wymiaru 4 (w obu przypadkach diagam to taricych ze skrajng
krawedzig wagi 5 a pozostatymi wagi 3) i rodzina niekrystalograficznych uktadéw
na ptaszczyzinie.

Lemat 1.6 Diagram Dynkina nie zawiera cykli.

Dowod. Jesli o; dla ¢ = 1,...,k stanowia cykl, to biorac e; = «;/|ay| i
v= Zle e; mam (v,v) = Zle(ei, e;) +23,,(ei ej). Dlai# j polaczonych
krawedzig kat miedzy e; a e; to co najmniej 27/3, czyli (e;,e;) < —1/2. W
cyklu mamy k par 4, j poltaczonych krawedziami, co oznacza ze (v,v) < 0, co
daloby sprzeczno$¢ z liniowa niezaleznoscia «;. (]

Dla o € A niech e, = /|a]. Dla o, 8 € A niech ¢o 8 = (€q,€3)
Lemat 1.7 Niech S € A, a ¢ S. Wtedy ZBES qi)ﬁ <1

Dowéd: Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zaktadaé ze ¢, 3 # 0 dla g € S.
Z poprzedniego lematu (braku cykli) wynika teraz ze gg, g, = 0 dla 81,52 € S,
czyli {eg € S} jest baza ortonormalna pewnej podprzestrzeni W C V. ey ¢ W,
czyli rzut e, na W ma dtugosé¢ mniejsza niz 1. Lecz kwadrat tej dtugosci wynosi

Z,@es(eaveﬁ)Q = Z,ges qzyg- 0



Lemat 1.8 Spdjny diagram Dynkina z krawedzig wagi > 6 ma dwa wierzchotki.

Dowdd. Niech a i 8 beda wierzchotkami polaczonymi krawedzia wagi > 6.
Gdyby bylo wiecej wierzchotkdéw to istniataby wierzcholek « polaczony albo z «
albo z . Bez utraty ogélnosci mozna zaktadaé¢ ze v jest potaczony z . Waga 6
oznacza ze q7, 5 > 3/4, ¢3 ., > 1/4 co daloby sprzecznosc z poprzednim lematem.

Lemat 1.9 Wierzchotek diagramu Dynkina jest polgczony z co najwyzej trzema
innymi wierzchotkami. Jesli jest potgczony z trzema wierzchotkami to wagi
krawedzi to 3. Zaden wierzchotek nie nalezy do dwu krawedzi wagi > 4.

Dowéd. To wynika bezposrednio z lematy o sumie qiﬁz qi,ﬁ > 1/4, a jesli
waga jest wigksza niz 3 to g 5 > 1/2 O

Lemat 1.10 Diagram Dynkina zawiera co najwyzej jeden punkt rozgatezienia i
co najwyzej jedng krawedz wagi > 4. Jesli jest punkt rozgatezienia to wszystkie
wagt to 3.

Lematy powyzej i kilka nastepnych lematéw tego typu w sumie daje dowdd
podanego wyzej twierdzenia o klasyfikacji uktadéw pierwiastkow.



