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1 Struktura algebr póªprostych 2

Przypominam »e rozpatrujemy póªprost¡ algebr¦ Liego A nad ciaªem charak-
terystyki 0. A zawiera podalgebr¦ Cartana C. Zde�niowali±my wektory hα
jako takie wektory »e dla niezerowych funkcjonaªów pierwiastkowych α mamy
K(x, hα) = α(hα). V jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad Q rozpinann¡ przez hα.
Λ = {hα}.

De�nicja Powiemy »e ukªad pierwiastków Λ na V jest rozkªadalny, je±li
V = V1 ⊕ V2 i Λ = Λ1 ∪ Λ2 gdzie Λi = Λ ∩ Vi dla i = 1, 2. Powiemy »e ukªad
pierwiastków jest nierozkªadalny je±li nie jest rozkªadalny.

Lemat 1.1 Je±li Λ jest ukªadem pierwiastków na V to istniej¡ podprzestrzenie
Vi i ukªady pierwiastków Λi na Vi takie »e

V = ⊕iVi,

Λ =
⋃
i

Λi

i Λi jest nierozkªadalny. Taki rozkªad jest jednoznaczny. Ponadto, jesli Λ jest
ukªadem pierwiastków A jak wy»ej, to istniej¡ podalgebry Bi takie »e

A = ⊕iBi

i Λi jest ukªadem pierwiastków Bi.

Dowód: Je±li mamy rozkªad Λ jak wy»ej to zauwa»my »e Vi s¡ wzajemnie
ortogonalne. Mianowicie, odbicie wzgl¦dem λ1 ∈ Λ1 przekstaªaca λ2 ∈ Λ2 na
λ2 + cλ1 dla pewnego c. Jednak»e λ2 + cλ1 jest elementem Λ wtedy i tylko
wtedy gdy c = 0. To za± oznacza »e λ1 jest ortogonalne do λ2. Jako »e λ1 ∈ Λ1

byª dowolny i Λ1 rozpina V1 to V1 jest ortogonalne do λ2. Rozumuj¡c podobnie
widzimy »e V1 jest ortogonalne do V2 i ogólniej Vi jest ortogonalne do Vj dla
i 6= j.

Teraz na Λ wprowadzamy relacj¦ r tak »e r(α, β) wtedy i tylko wtedy gdy
α i β nie s¡ ortogonalne. Niech r∗ b¦dzie domkni¦ciem tranzytywnym r. r∗

jest relacj¡ równowazno±ci. Jako Λi bierzemy klasy abstrakcji r∗ a jako Vi prze-
strzenie rozpinane przez Λi. Z okre±lenia wida¢ »e Vi s¡ wzajemnie ortogonalne,
czyli daj¡ rozkªad V . Jak pokazali±my rozkªadalno±¢ implikuje ortogonalno±¢
skªadników rozkªadu. Ale z de�nicji Λi nie da si¦ podzieli¢ na wzajemnie orto-
gonalne podzbiory, wi¦c Λi s¡ nierozkªadalne. Co wi¦cej, je±li Λ = Γ1 ∪ Γ2 jest
rozkªadem Λ jak wy»ej i Γ1 ∩ Λi 6= ∅ to Λi ⊂ Γ1. Co wi¦cej, elementy Γ1 − Λi
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(tu jest ró»nica teoriomnogo±ciowa) s¡ ortogonalne do Λi i daªyby rozkªad Γ1

czyli je±li Γ1 jest nierozkªadalne to Λi = Γ1. To daje jednoznaczno±¢ rozkªadu.
Je±li Λ = {hα} jest ukªadem pierwiastków A to bierzemy

Λ̃i = {α : hα ∈ Λi},

Ci = lin(Λi),

Bi = Ci ⊕⊕α:Λ̃i
Aα.

Zauwa»my najpierw »e
A = ⊕iBi

jako przestrze« wektorowa. Pozostaje pokaza¢ »e Bi s¡ podalgebrami i »e wza-
jemnie komutuj¡.

Dla i 6= j ze wzgl¦du na ortogonalno±¢ Ci do Λj Ci komutuje z Aα dla

α ∈ Λ̃i, czyli Ci komutuje z Bj . Dla α ∈ Λ̃i i β ∈ Λ̃ =
⋃
j Λ̃j mamy α + β ∈ Λ̃

implikuje β ∈ Λ̃i. A wi¦c Bi s¡ podalgebrami i dla i 6= j Bi komutuje z Bj . �

Lemat 1.2 Niech A, V , Λ b¦d¡ jak wy»ej (na V rozpatrujemy iloczyn ska-
larny wyznaczony przez form¦ Killinga). Λ jest zredukowanym krystalogra�cz-
nym ukªadem pierwiastków na V . A jest wyznaczona przez Λ z dokªadno±ci¡
do izomor�zmu. Dla dowolnego zredukowanego krystalogra�cznego ukªadu pier-
wiastków Λ istnieje póªprosta algebra Liego AΛ,F nad F z Λ jako ukªadem pier-
wiastków. Ponadto istnieje póªprosta algebra Liego AΛ nad Q taka »e jej po-
dalgebra Cartana diagonalizuje si¦ i Λ jest jej ukªadem pierwiastków (innymi
sªowy, w odpowiedniej bazie mo»na A zde�niowa¢ nad liczbami wymiernymi).

Szkic dowodu: Na mocy lematu z poprzedniego wykªadu Λ jest ukªadem
pierwiastków. Podobnie Λ jest zredukowanym ukªadem krystalogra�cznym. A
priori Λ zale»y od wyboru podalgebry Cartana. Jednak»e wszystkie podalgebry
Cartana A s¡ sprz¦»one, tzn. dla dowolnych podalgebr Cartana C1, C2 ⊂ A ist-
nieje automor�zm A przeprowadzaj¡cy C1 na C2 (to twierdzenie przyjmujemy
bez dowodu). Oznacza to »e ukªad pierwiastków jest wyznaczony przez A z do-
kªadno±ci¡ do izomor�zmu. Istnienie algebry z zadanym ukªadem pierwiastków
dowodzimy dla ka»dego nierozkªadalnego ukªadu pierwiastków z osobna. Pomi-
jam dowód pozostaªej cz¦±ci twierdzenia. �

Pokazali±my »e rozkªadalne ukªady pierwiastków odpowiadaj¡ sumom pro-
stym algebr. Teraz chcemy wyznaczy¢ struktur¦ nierozkªadalnych ukªadów pier-
wiastków, to nam da peªny opis algebr póªprostych nad ciaªami algebraicznie
domkni¦tymi charakterystyki 0.

Lemat 1.3 Niech Λ b¦dzie ukªadem pierwiastów w przestrzni dwuwymiarowej
nad R za± eα = α/|α| dla α ∈ Λ. Wtedy eα s¡ wierzchoªkami 2n-k¡ta foremnego
dla pewnego n ∈ Z.

Dowód: eα s¡ wektorami jednostkowej dªugo±ci, ka»dy z nich wyznacza
punkt na okr¦gu jednostkowym. Ponumerujmy α tak by te punkty wypadaªy
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po kolei, tzn. eαj−1
i eαj+1

s¡ najbli»szymi punktami do eαj (i le»¡ po ró»nych
stronach). Skoro ukªad pierwiastków jest niezmienniczy na odbicia w kierunku
swoich elementów, to σeαj (eαj−1) = −eαj+1 , czyli k¡t mi¦dzy eαj−1 a eαj jest
taki sam jak k¡t mi¦dzy eαj a eαj+1 , co oznacza »e eα s¡ wierzchoªkami wielo-
k¡ta foremnego. Poniewa» α ∈ Λ implikuje −α ∈ Λ, moc {eα} jest parzysta. �

Niech ω ∈ V b¦dzie wektorem takim »e (α, ω) 6= 0 dla α ∈ Λ, Λ+ = {α ∈
Λ : (α, ω) > 0}. Λ+ nazywamy zbiorem pierwiastków dodatnich.

Lemat 1.4 Niech ∆ ⊂ Λ+ b¦dzie zbiorem tych elementów Λ+ które daj¡ wszyst-
kie kierunki ekstremalne sto»ka wypukªego generowanego przez Λ+. Wtedy dla
α, β ∈ ∆, α 6= β mamy (α, β) ≤ 0. Co wi¦cej k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n
dla pewngo n ∈ Z. Ponadto ∆ jest baz¡ V .

Dowód: Wiadomo »e dowolny element wªa±ciwego domkni¦tego sto»ka wy-
pukªago jest kombinacj¡ liniow¡ o wspóªczynnikach dodatnich elementów zada-
j¡cych kierunki ekstremalne. Czyli ka»dy element Λ+ jest kombinacj¡ linow¡
elementów z ∆. Poniewa» Λ = Λ+ ∪ −Λ+ to równie» ka»dy element z Λ jest
kombinacj¡ linow¡ elementów z ∆. Lecz Λ rozpina V czyli ∆ rozpina V . Je±li
V jest jednowymiarowe to ∆ skªada si¦ z jednego elementu i teza jest oczy-
wista. W przeciwnym razie dla α, β ∈ ∆ α 6= β rozpatrzmy podprzestrze«
Vα,β = lin{α, β} ⊂ V . Niech Ω = Λ ∩ Vα,β za± Ω+ = Λ+ ∩ Vα,β . Ω jest syste-
mem pierwiastków w przestrzeni dwuwymiarowej za± Ω+ odpowiednim ukªadem
pierwiastków dodatnich. Z lematu wiemy »e po unormowaniu elementy Ω s¡
wierzchoªkami 2n-k¡ta foremnego. n ≥ 2, przy tym dla n = 2 mamy czworok¡t
i wida¢ »e α i β s¡ ortogonalne. Dla n > 2 mamy |Ω+| = n, czyli pomi¦dzy α a
β musi by¢ n− 1 innych pierwiasków, czyli k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n.
Dla n > 2 to implikuje »e (α, β) < 0.

Aby pokaza¢ »e ∆ jest liniowo niezale»ne rozwa»my kombinacj¦ liniow¡∑
α∈∆ aαα. Niech D+ = {α ∈ ∆ : aα > 0}, D− = {α ∈ ∆ : aα < 0} i niech

w =
∑
α∈D+

aαα, v =
∑
α∈D−

aαα. Poniewa» dla α ∈ Λ+ mamy (ω, α) > 0

to (ω,w) =
∑
α∈D+

aα(ω, α) > 0 czyli w 6= 0 o ile D+ 6= ∅. Podobnie v 6= 0 o

ile D− 6= ∅. Je±li nie wszystkie wspóªczynniki rozwa»anej kombinacji liniowej
znikaj¡ to co najmniej jeden z D+ lub D− jest niepusty. Je±li dokªadnie jeden
jest niepusty to poprzednie uwagi pokazuj¡ »e ta kombinacja jest niezerowa.
Je±li oba s¡ niepuste to (w + v, w + v) = (w,w) + 2(w, v) + (v, v). Nast¦pnie
(w, v) =

∑
α∈D+,β∈D−

aαaβ(α, β) ≥ 0 bo aα > 0, aβ < 0, (α, β) ≤ 0, czyli

(w + v, w + v) ≥ (w,w) + (v, v) > 0, czyli w + v 6= 0 co pokazuje liniow¡ nieza-
le»no±¢. �

Diagramem Coxetera-Dynkina (lub krótko diagramem Dynkina) zwi¡zanym
z Λ nazywany graf którego wierchoªkami s¡ elementy ∆ za± kraw¦dzi¦ s¡ po-
mi¦dzy takimi α, β ∈ ∆ »e (α, β) < 0. Przy tym kraw¦dzi przypisujemy wag¦ n
je±li k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n.

Ogólniej, mo»emy rozpatrywa¢ ukªady wektorów ∆ takie »e dla α, β ∈ ∆,
α 6= β k¡t pomi¦dzy α a β to (n− 1)π/n dla pewnego n ∈ Z, n ≥ 2.

W diagramie Dynkina zredukowanego ukªadu pierwiastków mog¡ si¦ pojawi¢
pierwiastki ró»nej dªugo±ci, wtedy kraw¦d¹ rysujemy jako strzaªk¦ skierowan¡
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w kierunku krótszego wektora.

Lemat 1.5 Diagram Dynkina nierozkªadalnego zredukowanego krystalogra�cz-
nego ukªadu pierwiastków nale»y do jednej z wymienionych ni»ej rodzin:

• An: n wierzchoªków poª¡czonych w ªa«cuch kraw¦dziami wagi 3,

• Bn: n wierzchoªków z n ≥ 2 poª¡czonych w ªa«cuch gdzie wagi kraw¦dzi
s¡ 3 za wyj¡tkiem ostatniego poª¡czenia które ma wag¦ 4 za± strzaªka jest
w kierunku ostatniego wierzchoªka,

• Cn: n wierzchoªków z n ≥ 3 poª¡czonych w ªa«cuch gdzie wagi kraw¦dzi
s¡ 3 za wyj¡tkiem ostatniego poª¡czenia które ma wag¦ 4 za± strzaªka jest
w kierunku przedostatniego wierzchoªka,

• Dn: n wierzchoªków z n ≥ 4 gdzie n − 1 wierzchoªki s¡ poª¡czone w
ªa«cuch, za± przedostatni wierzchoªek ªa«cucha jest poª¡czony z ostatnim
wierzchoªkiem (który nie ma innych poª¡cze«), przy tym wagi poª¡cze« to
3,

• E6, E7, E8. n wierzchoªków z n = 6, 7, 8 gdzie n− 1 wierzchoªki s¡ poª¡-
czone w ªa«cuch, za± drugi od ko«ca wierzchoªek ªa«cucha jest poª¡czony
z ostatnim wierzchoªkiem (który nie ma innych poª¡cze«), przy tym wagi
poª¡cze« to 3,

• F4: cztery wierzchoªki poª¡czone w ªa«cuch, gdzie wagi skrajnych poª¡cze«
to 3 za± waga ±rodkowego poª¡czenia to 4, przy tym ±rodkowe poª¡czenie
jest skierowane (ale wybór kierynku daje izomor�czne diagramy),

• G2: dwa wierzchoªki poª¡czone kraw¦dzi¡ wagi 6 (która jest skierowane).

Ponadto istnieje niekrystalogra�czny ukªad pierwiastków w przestrzeni wymiaru
3 i w przestrzeni wymiaru 4 (w obu przypadkach diagam to ªa«cych ze skrajn¡
kraw¦dzi¡ wagi 5 a pozostaªymi wagi 3) i rodzina niekrystalogra�cznych ukªadów
na pªaszczy¹nie.

Lemat 1.6 Diagram Dynkina nie zawiera cykli.

Dowód. Je±li αi dla i = 1, . . . , k stanowi¡ cykl, to bior¡c ei = αi/|αi| i
v =

∑k
i=1 ei mam (v, v) =

∑k
i=1(ei, ei) + 2

∑
i6=j(ei, ej). Dla i 6= j poª¡czonych

kraw¦dzi¡ k¡t mi¦dzy ei a ej to co najmniej 2π/3, czyli (ei, ej) ≤ −1/2. W
cyklu mamy k par i, j poª¡czonych kraw¦dziami, co oznacza »e (v, v) ≤ 0, co
daªoby sprzeczno±¢ z liniow¡ niezale»no±ci¡ αi. �

Dla α ∈ ∆ niech eα = α/|α|. Dla α, β ∈ ∆ niech qα,β = (eα, eβ)

Lemat 1.7 Niech S ∈ ∆, α /∈ S. Wtedy
∑
β∈S q

2
α,β < 1

Dowód: Bez zmniejszania ogólno±ci mo»emy zakªada¢ »e qα,β 6= 0 dla β ∈ S.
Z poprzedniego lematu (braku cykli) wynika teraz »e qβ1,β2 = 0 dla β1, β2 ∈ S,
czyli {eβ ∈ S} jest baz¡ ortonormaln¡ pewnej podprzestrzeni W ⊂ V . eα /∈W ,
czyli rzut eα naW ma dªugo±¢ mniejsz¡ ni» 1. Lecz kwadrat tej dªugo±ci wynosi∑
β∈S(eα, eβ)2 =

∑
β∈S q

2
α,β . �
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Lemat 1.8 Spójny diagram Dynkina z kraw¦dzi¡ wagi ≥ 6 ma dwa wierzchoªki.

Dowód. Niech α i β b¦d¡ wierzchoªkami poª¡czonymi kraw¦dzi¡ wagi ≥ 6.
Gdyby byªo wi¦cej wierzchoªków to istniaªaby wierzchoªek γ poª¡czony albo z α
albo z β. Bez utraty ogólno±ci mo»na zakªada¢ »e γ jest poª¡czony z α. Waga 6
oznacza »e q2

α,β ≥ 3/4, q2
α,γ ≥ 1/4 co daªoby sprzeczno±¢ z poprzednim lematem.

Lemat 1.9 Wierzchoªek diagramu Dynkina jest poª¡czony z co najwy»ej trzema
innymi wierzchoªkami. Je±li jest poª¡czony z trzema wierzchoªkami to wagi
kraw¦dzi to 3. �aden wierzchoªek nie nale»y do dwu kraw¦dzi wagi ≥ 4.

Dowód. To wynika bezpo±rednio z lematy o sumie q2
α,β : q

2
α,β ≥ 1/4, a je±li

waga jest wi¦ksza ni» 3 to q2
α,β ≥ 1/2 �

Lemat 1.10 Diagram Dynkina zawiera co najwy»ej jeden punkt rozgaª¦zienia i
co najwy»ej jedn¡ kraw¦d¹ wagi ≥ 4. Je±li jest punkt rozgaª¦zienia to wszystkie
wagi to 3.

Lematy powy»ej i kilka nast¦pnych lematów tego typu w sumie daje dowód
podanego wy»ej twierdzenia o klasy�kacji ukªadów pierwiastków.
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