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Definicja: Podgrupa jednoparametrowa grupy Liego G nazywamy gladki
homomorfizm z R w G. Z definicji podgrupa jednoparametrowa h spetnia

h(tl)h(tg) = h(tl + tg)
Pole wektorowe X}, definujemy wzorem

(Xnf)(x) = 0 f (h(t)x)| =0
Z tego wzoru widac ze pole X, jest prawostronnie niezmiennicze.

Lemat 0.1 Dla kazdego X 2z algebry Liego grupy Liego G istnieje dokladnie
jedna podgrupa jednoparametrowa hx taka ze Xy, = X. Odwzorwanie (X,t) —
hx(t) jest gtadkie.

Dowéd: Z wzoru wyzej wynika ze
Oph(t) = Xn(h(t)).

To jest réwnanie roézniczkowe zwyczajne z gtadkimi wspoéteczynnikami. Na mocy
twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzan réwnan rézniczkowych h jest wyzna-
czone jednoznacznie. 7 twierdzenia o istnieniu rozwigzan réwnanie wyzej ma
rozwigzanie, co najmniej dla dostatecznie matych ¢, tzn. istnieje ¢ > 0 takie
ze rOwnanie ma rozwiazanie dla |t| < e. Teraz wystarczy zauwazy¢ ze jesli
réwnanie ma rozwiazanie dla t € [T, T], to wzor

hi(t) = h(t — T)h(T)

zadaje rozwazanie rownania dla ¢t € (T —¢,T + ¢€) (uzywamy tu prawostronna
niezmienniczo$é X). Mamy tez hy(T) = h(T), czyli jest to przedtuzenie roz-
wiazania na przedzial [T, T 4 ¢/2]. Podobnie mozna rozumowac dla t = —T,
przediuzajac rozwiazanie na [T — /2, T +¢/2]. Teraz indukcyjnie pokazujemy
ze rozwigzanie istnieje to dowolnych ¢t € R. Przy okazji rozumowanie wyzej
pokazuje ze

h(t1 + t2) = h(t1)h(t2)

czyli ze rozwigzanie h jest podgrupa jednoparametrows.
Gtadkosé odwzorowania (X, t) — hx(t) wynika z twierdzenia o gtadkiej za-
leznosci rozwiazan réwnan rézniczkowych od parametréw. O



Przyklad: Przypominam ze grupa Heisenberga to R? z mnozeniem zadanym
wzorem

1
(T1,y1,21) (T2, Y2, 22) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + 5(9&1242 — T2y1))-

Yatwo sprawdzi¢ ze proste euklidesowe, tzn. h postaci
h(t) = (at,bt,ct)

sa podgrupami jednoparametrowymi w grupie Heisenberga. Mianowicie, czton
1Yz —Xoy1 = at1bty —atabyl = 0, czyli h(ty)h(ta) = h(t1 +t2). Z lematu wynika
ze 83 to wszystkie podgrupy jednoparametrowe grupy Heisenberga.

Przyktad: Macierzowa funkcja wykltadnicza

exp(M) = T
k=0

daje podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy. Dokladniej, podgrupa hps
jest zadana wzorem

ha(t) = exp(tM).

Tak jak dla klasycznej funkcji wyktadniczej mamy hps(t1+t2) = har(t1)har(t2),
czyli faktycznie jest to podgrupa jednoparametrowa. Pochodna exp w jedynce
(macierzy identycznosciowej) to identyczno$é, czyli w ten sposob dostaniemy
wszystkie podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy.

Definicja: Odwzorowanie eksponencjalne z algebry Liego w grupe Liego
definiujemy jako exp(X) = hx (1), tzn. wartos¢ dla ¢ = 1 podgrupy z wektorem
stycznym X.

Uwaga: hx(t) = exp(tX). Mianowicie, hsx (t) = hx (st) jako ze przy ustalo-
nym s obie strony sa podgrupami jednoparametrowymi z tym samym wektorem
stycznym w 0. Teraz

hx(t) = hix (1) = exp(tX).

Oczywiscie exp jest odwzorowaniem gladkim. Mamy
8t exp(tX)|t:0 = athtX(].)|t:0 = athX(t)|t:0 =X

czyli pochodna exp w zerze to identycznos$é. Na mocy twierdzenia o funkcji
odwrotnej oznacza to ze exp jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia 0 € g z
pewnym otoczeniem jedynki w G.

Jesli h jest homomorfizmem z G w H, za§ Dh to pochodna h w jedynce, to
mamy wzor

hexp(X)) = exp(Dh(X)).

Mianowicie, podstawiajac tX zamiast X widzimy ze obie strony daja podgrupy
jednoparametrowe z tym samym wektorem stycznym.

Lemat 0.2 Jesli G jest spojng grupg Liego z algebrq Liego g, H jest grupq
Liego z algebrg Liego h, ¢ i ¢ sq gtadkimi homomorfizmami z G w H takimi Ze
D¢. = Dipe, to ¢ = 1.



Komentarz: Mniej formalnie, homorfizm spojnych grup Liego jest jedno-
znacznie wyznaczony przez homomorfizm algebr Liego.

Dowd6d: Wybieramy ograniczone, symetryczne i wypukle otoczenie zera V'
w g takie ze exp jest dyfeomorfizmem na 2V. Niech U = exp(V). Z wyboru
V wynika ze U jest otwarte. Jedli g = exp(X), to g7! = exp(—X) (tu jeszcze
raz uzywamy fakt ze exp(¢tX) jest podgrupa jednoparametrowa). Jako ze V' jest
symetryczny wynika stad ze U~! = U. Teraz, dla v € V piszemy

¢(exp(v)) = exp(D¢ev) = exp(Dipev) = h(exp(v)).

Czyli dla g € U mamy ¢(g) = ¥(g). Jako ze ¢ i ¢ sa homorfizmami to réwnosé
?(g1) = ¥(g1) 1 ¢(g2) = ¥(g2) implikuje ¢(g192) = ¥ (g1g2). Cazyli jesli ¢ = o
zar6wno na zbiorze W jak i Y to ¢ = ¢ na WY. To pozwala indukcyjnie
pokazaé¢ ze ¢ = 1) na U* dla dowolnego naturalnego k. Niech

Go= | JU"

k>0

Pokazalismy ze ¢ = 1 na Gy. Ale Gg jest zamkniete na mnozenie i branie
elementu odrotnego (bo U = U~1), czyli Gy jest podgrupa G. Jako ze U jest
otwarte, to Gy jest podzbiorem otwartym G. Jako ze G jest spdjna oznacza
to ze Gog = G. Mianowicie, ogélnie G jest suma warstw xGp, v € G wzgledem
Go. Dwie warstwy albo sg rozlaczne albo rowne. Gdyby byta wiecej niz jedna
warstwa daloby to rozktad G na sume roztacznych zbioréow otwartych co jest
niemozliwe bo G jest spojna. (]

Lemat 0.3 Jesli cigg g, € G zbiega do jedynki e to istnieje podciqg gn,, X € g
1 state ¢y takie ze g}i’“” zbiega do exp(tX) jednostajnie na zbiorach zwartych.

Jesli g, # e dla duzych n to X mozna wybraé rézne od 0.

Dowoéd: Przypadek gdy g, = e dla duzych n jest trywialny, stale ¢, i X =0
da nam zbiezno$¢ do e = exp(tX). Dalej rozpatrujemy tylko przypadek gdy
gn # e dla duzych n.

Wybieramy norme na algebre Liego g grupy G. Niech V ={z € g: |z| <r}
gdzie |z| oznacza norme z. Dla dostatecznie matych r exp jest dyfeomorfizmem z
2V w G. Dla dostatecnie duzych n mamy g,, € exp(V). Niech b, = exp~'(g,) €
g. Nastepnie, niech d,, = Ib%I iw, =dyb,. b,, d, 1 w, sa dobrze zdefiniowane
dla dostatecznie duzych n. Jako ze |w,| = 1 to mozna wybraé ny takie ze wy,
jest zbiezne do pewnego X. Mamy

|X| = lim |w,,|=1
czyli X # 0. Bierzemy ¢ = d,,,. Teraz
Crptbpr = twnk —tX

jednostajnie dla ¢ ze zbioréw zwartych.
Mamy |cit — |ext]| < 1, czyli

(I_thJ — th>bnk —0



jednostajnie (bo b, — 0). Czyli
Lckt |bn, = (lekt] — cit)bn, + ciptbpr — tX
jednostajnie dla t ze zbioréw zwartych. Z ciagtosci exp
exp(|cxt]bn, ) — exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbioréw zwartych. Dalej

C

gkt = exp([ext|bn,)
czyli rowniez
g,LLfC’“” — exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbioréw zwartych. O

Lemat 0.4 Cliggta podgrupa jednoparametrowa grupy Liego jest gtadka.

Dowdéd: Niech h bedzie ciagla podgrupa jednoparametrowa grupu Liego G
z algebra Liego g. Jedli h jest stala to jest gladka, wiec wytarczy rozpatrywac
niestate h. Jesli h(t1) = h(t2) to h(ty —t2) = e. Skoro h jest niestala to istnieje
Tp takie ze dla |t| < Tp, t # 0 mamy h(t) # e. Wtedy h jest réznowartosciowe
na [—T0/2,T0/2].

Niech V' C g bedzie ustalonym wypuklym otoczeniem 0 takim ze exp jest
dyfeomorfizmem z 2V w G. Niech U = exp(V). Zmniejszajac V jesli trzeba
mozna zakladac ze h(Ty/2) ¢ U.

Na mocy ciagloéci h istnieje e > 0 takie ze h([—e,€]) C U. Niech g, = h(1).
Jako ze % — 04, to na mocy ciggtosci h mamy g,, — e. Ponadto g,, # e.

Na mocy lematu 0.3 istnieje X # 0, ciag ny i stale ¢; takie ze

ngk

1

glert) = h(ELthJ) — exp(tX)

jednostajnie dla ¢ ze zbioréw zwartych. Jako ze |cipt — |cit]| < 1, to
1
7(th — Lcktj) —0
n

jednostajnie wzgledem t. Czyli, z ciaglosci h

1
h(g(ckt — lext])) — e

jednostajnie wzgledem ¢. Jako ze

h(%ckt) = h(%[th])h(%(Cﬂ — [ext]))

to mamy tez

h(lckt) — exp(tX)
n

jednostajnie dla t ze zbioréw zwartych.



Wybieramy T} > 0 takie ze exp([—T1,71]X) C U. Na mocy jednostajnej
zbieznosci dla dostatecznie duzych k mamy

1
h(ECk[_Tth]) C U

Oznacza to ze %cle < Tp/2. Mianowicie, w przeciwnym przypadku Tp/2 €
Leg[=T1, Th), czyli h(Ty/2) € U, co przeczy wyborowi U. A wiec dla ¢t €
[T, T1] liczby %ck sa wspoélnie ograniczone, wiec mozna z nich wybra¢ podciag
zbiezny do pewnego s. Wtedy

h(st) = exp(tX)

dla t € [Ty, T1]. To oznacza 7e h(t) = exp(tX/s), czyli h jest gladkie. O



