
Grupy i algebry Liego

W. Hebisch

7 marca 2023

De�nicja: Podgrup¡ jednoparametrow¡ grupy Liego G nazywamy gªadki
homomor�zm z R w G. Z de�nicji podgrupa jednoparametrowa h speªnia

h(t1)h(t2) = h(t1 + t2)

Pole wektorowe Xh de�nujemy wzorem

(Xhf)(x) = ∂tf(h(t)x)|t=0.

Z tego wzoru wida¢ »e pole Xh jest prawostronnie niezmiennicze.

Lemat 0.1 Dla ka»dego X z algebry Liego grupy Liego G istnieje dokªadnie

jedna podgrupa jednoparametrowa hX taka »e XhX
= X. Odwzorwanie (X, t) 7→

hX(t) jest gªadkie.

Dowód: Z wzoru wy»ej wynika »e

∂th(t) = Xh(h(t)).

To jest równanie ró»niczkowe zwyczajne z gªadkimi wspóªczynnikami. Na mocy
twierdzenia o jednoznaczno±ci rozwi¡za« równa« ró»niczkowych h jest wyzna-
czone jednoznacznie. Z twierdzenia o istnieniu rozwi¡za« równanie wy»ej ma
rozwi¡zanie, co najmniej dla dostatecznie maªych t, tzn. istnieje ε > 0 takie
»e równanie ma rozwi¡zanie dla |t| < ε. Teraz wystarczy zauwa»y¢ »e je±li
równanie ma rozwi¡zanie dla t ∈ [−T, T ], to wzór

h1(t) = h(t− T )h(T )

zadaje rozw¡zanie równania dla t ∈ (T − ε, T + ε) (u»ywamy tu prawostronn¡
niezmienniczo±¢ X). Mamy te» h1(T ) = h(T ), czyli jest to przedªu»enie roz-
wi¡zania na przedziaª [−T, T + ε/2]. Podobnie mo»na rozumowa¢ dla t = −T ,
przedªu»aj¡c rozwi¡zanie na [−T −ε/2, T +ε/2]. Teraz indukcyjnie pokazujemy
»e rozwi¡zanie istnieje to dowolnych t ∈ R. Przy okazji rozumowanie wy»ej
pokazuje »e

h(t1 + t2) = h(t1)h(t2)

czyli »e rozwi¡zanie h jest podgrup¡ jednoparametrow¡.
Gªadko±¢ odwzorowania (X, t) 7→ hX(t) wynika z twierdzenia o gªadkiej za-

le»no±ci rozwi¡za« równa« ró»niczkowych od parametrów. �

1



Przykªad: Przypominam »e grupa Heisenberga to R3 z mno»eniem zadanym
wzorem

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +
1

2
(x1y2 − x2y1)).

�atwo sprawdzi¢ »e proste euklidesowe, tzn. h postaci

h(t) = (at, bt, ct)

s¡ podgrupami jednoparametrowymi w grupie Heisenberga. Mianowicie, czªon
x1y2−x2y1 = at1bt2−at2bt1 = 0, czyli h(t1)h(t2) = h(t1+t2). Z lematu wynika
»e s¡ to wszystkie podgrupy jednoparametrowe grupy Heisenberga.

Przykªad: Macierzowa funkcja wykªadnicza

exp(M) =

∞∑
k=0

Mk

k!

daje podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy. Dokªadniej, podgrupa hM
jest zadana wzorem

hM (t) = exp(tM).

Tak jak dla klasycznej funkcji wykªadniczej mamy hM (t1+t2) = hM (t1)hM (t2),
czyli faktycznie jest to podgrupa jednoparametrowa. Pochodna exp w jedynce
(macierzy identyczno±ciowej) to identyczno±¢, czyli w ten sposób dostaniemy
wszystkie podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy.

De�nicja: Odwzorowanie eksponencjalne z algebry Liego w grup¦ Liego
de�niujemy jako exp(X) = hX(1), tzn. warto±¢ dla t = 1 podgrupy z wektorem
stycznym X.

Uwaga: hX(t) = exp(tX). Mianowicie, hsX(t) = hX(st) jako »e przy ustalo-
nym s obie strony s¡ podgrupami jednoparametrowymi z tym samym wektorem
stycznym w 0. Teraz

hX(t) = htX(1) = exp(tX).

Oczywi±cie exp jest odwzorowaniem gªadkim. Mamy

∂t exp(tX)|t=0 = ∂thtX(1)|t=0 = ∂thX(t)|t=0 = X

czyli pochodna exp w zerze to identyczno±¢. Na mocy twierdzenia o funkcji
odwrotnej oznacza to »e exp jest dyfeomor�zmem pewnego otoczenia 0 ∈ g z
pewnym otoczeniem jedynki w G.

Je±li h jest homomor�zmem z G w H, za± Dh to pochodna h w jedynce, to
mamy wzór

h(exp(X)) = exp(Dh(X)).

Mianowicie, podstawiaj¡c tX zamiast X widzimy »e obie strony daj¡ podgrupy
jednoparametrowe z tym samym wektorem stycznym.

Lemat 0.2 Je±li G jest spójn¡ grup¡ Liego z algebr¡ Liego g, H jest grup¡

Liego z algebr¡ Liego h, φ i ψ s¡ gªadkimi homomor�zmami z G w H takimi »e

Dφe = Dψe, to φ = ψ.
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Komentarz: Mniej formalnie, homor�zm spójnych grup Liego jest jedno-
znacznie wyznaczony przez homomor�zm algebr Liego.

Dowód: Wybieramy ograniczone, symetryczne i wypukªe otoczenie zera V
w g takie »e exp jest dyfeomor�zmem na 2V . Niech U = exp(V ). Z wyboru
V wynika »e U jest otwarte. Je±li g = exp(X), to g−1 = exp(−X) (tu jeszcze
raz u»ywamy fakt »e exp(tX) jest podgrup¡ jednoparametrow¡). Jako »e V jest
symetryczny wynika st¡d »e U−1 = U . Teraz, dla v ∈ V piszemy

φ(exp(v)) = exp(Dφev) = exp(Dψev) = ψ(exp(v)).

Czyli dla g ∈ U mamy φ(g) = ψ(g). Jako »e φ i ψ s¡ homor�zmami to równo±¢
φ(g1) = ψ(g1) i φ(g2) = ψ(g2) implikuje φ(g1g2) = ψ(g1g2). Czyli je±li φ = ψ
zarówno na zbiorze W jak i Y to φ = ψ na WY . To pozwala indukcyjnie
pokaza¢ »e φ = ψ na Uk dla dowolnego naturalnego k. Niech

G0 =
⋃
k>0

Uk.

Pokazali±my »e φ = ψ na G0. Ale G0 jest zamkni¦te na mno»enie i branie
elementu odrotnego (bo U = U−1), czyli G0 jest podgrup¡ G. Jako »e U jest
otwarte, to G0 jest podzbiorem otwartym G. Jako »e G jest spójna oznacza
to »e G0 = G. Mianowicie, ogólnie G jest sum¡ warstw xG0, x ∈ G wzgl¦dem
G0. Dwie warstwy albo s¡ rozª¡czne albo równe. Gdyby byªa wi¦cej ni» jedna
warstwa daªoby to rozkªad G na sum¦ rozª¡cznych zbiorów otwartych co jest
niemo»liwe bo G jest spójna. �

Lemat 0.3 Je±li ci¡g gn ∈ G zbiega do jedynki e to istnieje podci¡g gnk
, X ∈ g

i staªe ck takie »e g
bcktc
nk zbiega do exp(tX) jednostajnie na zbiorach zwartych.

Je±li gn 6= e dla du»ych n to X mo»na wybra¢ ró»ne od 0.

Dowód: Przypadek gdy gn = e dla du»ych n jest trywialny, staªe ck i X = 0
da nam zbie»no±¢ do e = exp(tX). Dalej rozpatrujemy tylko przypadek gdy
gn 6= e dla du»ych n.

Wybieramy norm¦ na algebre Liego g grupy G. Niech V = {x ∈ g : |x| < r}
gdzie |x| oznacza norm¦ x. Dla dostatecznie maªych r exp jest dyfeomor�zmem z
2V w G. Dla dostatecnie du»ych n mamy gn ∈ exp(V ). Niech bn = exp−1(gn) ∈
g. Nast¦pnie, niech dn = 1

|bn| i wn = dnbn. bn, dn i wn s¡ dobrze zde�niowane

dla dostatecznie du»ych n. Jako »e |wn| = 1 to mo»na wybra¢ nk takie »e wnk

jest zbie»ne do pewnego X. Mamy

|X| = lim |wnk
| = 1

czyli X 6= 0. Bierzemy ck = dnk
. Teraz

cktbnk = twnk
→ tX

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych.
Mamy |ckt− bcktc| < 1, czyli

(bcktc − ckt)bnk
→ 0
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jednostajnie (bo bn → 0). Czyli

bcktcbnk
= (bcktc − ckt)bnk

+ cktbnk → tX

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych. Z ci¡gªo±ci exp

exp(bcktcbnk
)→ exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych. Dalej

gbcktcnk
= exp(bcktcbnk

)

czyli równie»
gbcktcnk

→ exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych. �

Lemat 0.4 Ci¡gªa podgrupa jednoparametrowa grupy Liego jest gªadka.

Dowód: Niech h bedzie ci¡gª¡ podgrup¡ jednoparametrow¡ grupu Liego G
z algebr¡ Liego g. Je±li h jest staªa to jest gªadka, wi¦c wytarczy rozpatrywa¢
niestaªe h. Je±li h(t1) = h(t2) to h(t1 − t2) = e. Skoro h jest niestaªa to istnieje
T0 takie »e dla |t| ≤ T0, t 6= 0 mamy h(t) 6= e. Wtedy h jest ró»nowarto±ciowe
na [−T0/2, T0/2].

Niech V ⊂ g b¦dzie ustalonym wypukªym otoczeniem 0 takim »e exp jest
dyfeomor�zmem z 2V w G. Niech U = exp(V ). Zmniejszaj¡c V je±li trzeba
mo»na zakªada¢ »e h(T0/2) /∈ U .

Na mocy ci¡gªo±ci h istnieje ε > 0 takie »e h([−ε, ε]) ⊂ U . Niech gn = h( 1n ).
Jako »e 1

n → 0+, to na mocy ci¡gªo±ci h mamy gn → e. Ponadto gn 6= e.
Na mocy lematu 0.3 istnieje X 6= 0, ci¡g nk i staªe ck takie »e

gbcktcnk
= h(

1

n
bcktc)→ exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych. Jako »e |ckt− bcktc| < 1, to

1

n
(ckt− bcktc)→ 0

jednostajnie wzgl¦dem t. Czyli, z ci¡gªo±ci h

h(
1

n
(ckt− bcktc))→ e

jednostajnie wzgl¦dem t. Jako »e

h(
1

n
ckt) = h(

1

n
[ckt])h(

1

n
(ckt− bcktc))

to mamy te»

h(
1

n
ckt)→ exp(tX)

jednostajnie dla t ze zbiorów zwartych.
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Wybieramy T1 > 0 takie »e exp([−T1, T1]X) ⊂ U . Na mocy jednostajnej
zbie»no±ci dla dostatecznie du»ych k mamy

h(
1

n
ck[−T1, T1]) ⊂ U.

Oznacza to »e 1
nckT1 < T0/2. Mianowicie, w przeciwnym przypadku T0/2 ∈

1
nck[−T1, T1], czyli h(T0/2) ∈ U , co przeczy wyborowi U . A wi¦c dla t ∈
[−T1, T1] liczby 1

nck s¡ wspólnie ograniczone, wi¦c mo»na z nich wybra¢ podci¡g
zbie»ny do pewnego s. Wtedy

h(st) = exp(tX)

dla t ∈ [−T1, T1]. To oznacza »e h(t) = exp(tX/s), czyli h jest gªadkie. �
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