
Lemat 0.1 Ci¡gªy homomor�zm h grupy Liego G w grup¦ Liego H jest gªadki.

Dowód: Niech X1, X2, . . . , Xn b¦dzie baz¡ algebry Lego g grupy G. Wtedy
γi(t) = h(exp(tXi)) zadaje ci¡gª¡ podgrup¦ jednoparametrow¡ w H. Na mocy
poprzedniego lematu γi jest gªadka. Rozwa»my odwzorowanie φ z Rn w G
zadane wzorem

φ((t1, . . . , tn)) = exp(t1X1) · . . . · exp(tnXn).

Pochodna φ w 0 jest odwracalna (bo Xi s¡ baz¡), wi¦c φ jest dyfeomor�zmem
pewnego otoczenia 0 ∈ Rn na otoczenie jedynki U w G. h jest homomor�zmem,
wi¦c

h(exp(t1X1) · . . . · exp(tnXn)) = γ1(t1) · . . . · γn(tn).

Jako »e γi jest gªadka, prawa strona jest gªadka. A wi¦c na U homomor�zm
h jest gªadki, czyli ze wzgl¦du na grupow¡ niezmienniczo±¢ struktur ró»niczko-
wych na G i H homomor�zm h jest gªadki w otoczeniu dowolnego punktu, czyli
gªadki wsz¦dzie. �

De�nicja Podgrup¦ H grupy Liego G nazywamy podgrup¡ Liego je±li H
ma struktur¦ grupy Liego i wªo»enie identyczno±ciowe H w G jest gªadkie.

Uwaga: Ta de�nicja dopuszcza ró»ne dziwne zachowania.
Przykªady:
1. Zbiór punktów postaci {(0, t) : t ∈ R} jest izomor�czny z prost¡ rzeczy-

wist¡ i jest podgrup¡ Liego pªaszczyzny.
2. Niech Gd to b¦dzie G z topologi¡ dyskretn¡ i struktur¡ rozmaito±ci wy-

miaru 0. Wtedy Gd jest podgrup¡ Liego G.
3. Rd × R jest podgrup¡ Liego R2.
4. Niech a b¦dzie liczb¡ niewymiern¡. Niech H = {(t, at) : t ∈ R}. H jest

podgrup¡ Liego R2. Niech G = R2/Z2. Obraz H przez odwzorowanie ilorazowe
jest g¦st¡ podgrup¡ Liego w G.

5. Niech G = SL(2,Z) n R2 b¦dzie produktem póªprostym SL(2,Z) z R2

gdzie dziaªanie SL(2,Z) na R2 jest naturalne. Jako rozmaito±¢ G jest dyfe-
omor�czne z produktem kartezja«skim SL(2,Z) i R2. Na G wprowadzamy
teraz topologi¦ i struktur¦ ró»niczkow¡ produktu SL(2,Z) i Rd × R. To daje
nam podrozmaito±¢ G (w sensie wªo»enia) która jako zbiór jest identyczna z G,
czyli jest podgrup¡. Ale ªatwo sprawdzi¢ »e przy tej nowej topologii dziaªania
grupowe s¡ nieci¡gªe, czyli nie jest to podgrupa Liego.

Uwaga: Na mocy lematu z wykªadu 1 algebra Liego podgrupy Liego H jest
podalgebr¡ algebry Liego G.

Lemat 0.2 Je±li N jest podrozmaito±ci¡ (w sensie wªo»enia) rozmaito±ci M ,
H jest rozmaito±ci¡, f jest funkcj¡ ci¡gª¡ z H w N tak¡ »e ι ◦ f jest gªadkie,
gdzie ι oznacza wªo»enie N w M , to f jest gªadka.

Dowód: To jest wniosek z twierdzenia o rz¦dzie. Niech x ∈ H, y = f(x) ∈ N .
Naturalne wªo»enie ι z N w M ma staªy rz¡d, wi¦c na mocy twierdzenia o rz¦-
dzie ustniej¡ otwarte U ⊂ N i V ⊂ M , U ⊂ V , y ∈ U takie »e w odpowiednim
ukªadzie wspóªrz¦dnych wªo»enie ι kopiuje wspóªrz¦dne z U pozostaªe pozycje
uzupeªniaj¡c zerami. Jako »e f jest ci¡gªa to istnieje otwarte W ⊂ H, x ∈ W ,
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f(W ) ⊂ U . Teraz wida¢ »e f obci¦te do W jest gªadkie (bo na W iota ◦ f ró»ni
si¦ od f tylko dodatokowymi zerowymi skªadowymi). Jako »e x byª dowolny
oznacza to »e f jest gªadkie. �

Lemat 0.3 Je±li H jest podgrup¡ i podrozmaito±ci¡ G i operacje grupowe s¡
ci¡gªe w topologi H, to H jest podgrup¡ Liego.

Dowód: Niech ι oznacza wªo»enie identyczno±ciowe H w G, m oznacza mno-
»enie w H za± m̃ mno»enie w G. Mamy

ι ◦m = m̃ ◦ (ι× ι)

Jako »e ι i m̃ s¡ gªadkie to prawa strona jest gªadka. Czyli ι ◦m jest gªadkie.
Z zaªo»enia m jest ci¡gªe, wi¦c na mocy lematu 0.2 jest gªadkie. Podobnie po-
kazujemy »e branie elementu odwrotnego jest gªadkie. A wi¦c H ma struktur¦
grupy Liego. Jako »e ι jest gªadkie to H jest podgrup¡ Liego. �

De�nicja. Automor�zm wewn¦trzny Ax, odwzorowanie Ad i ad to

Ax(y) = xyx−1,

Adx = DyAx(y)|y=e,

adX = (DxAdx)|x=e(X).

Lemat 0.4 Mamy
adX(Y ) = [X,Y ],

Adexp(X) = exp(adX),

Aexp(X)(exp(Y )) = exp(exp(adX)Y ).

Dowód: Wprowadzamy pomocnicze operatory EX wzorem

(EXf)(g) = f(exp(X)g).

Mamy
∂tEtX |t=0 = X.

Rozpisuj¡c de�nicje

f(Aexp(X)(exp(Y )g) = (EXEY E−Xf)(g).

Czyli
(AdX(Y ))f = ∂sEXEsY E−Xf |s=0 = EXY E−Xf,

adX(Y )f = ∂tAdtX(Y ))f |t=0 = ∂tEtXY E−tXf |t=0 = XY f − Y Xf = [X,Y ]f.

To daje pierwszy wzór. Adexp(tX) i exp(adtX) to podgrupy jednoparametrowe w
grupie endomor�zmów g z tym samym wektorem stycznym adX dla t = 0, czyli
s¡ równe co daje ±rodkowy wzór. Wreszcie Aexp(X)(exp(tY )) i exp(exp(adX)tY )
to podgrupy jednoparametrowe G z tym samym wektorem stycznym exp(adX)Y
dla t = 0, co daje trzeci wzór. �
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