Lemat 0.1 Ciggty homomorfizm h grupy Liego G w grupe Liego H jest gtadksi.

Dowdd: Niech X1, Xs,..., X, bedzie baza algebry Lego g grupy G. Wtedy
~i(t) = h(exp(tX;)) zadaje ciagta podgrupe jednoparametrowa w H. Na mocy
poprzedniego lematu ~y; jest gtadka. Rozwazmy odwzorowanie ¢ z R™ w G
zadane wzorem

(b((tla s 7tn)) = exp(thl) et exp(tan).

Pochodna ¢ w 0 jest odwracalna (bo X; sa baza), wiec ¢ jest dyfeomorfizmem
pewnego otoczenia 0 € R™ na otoczenie jedynki U w G. h jest homomorfizmem,
wiec

hiexp(t1X1) ... exp(tnXn)) =1 (t1) - - oo - Yu(tn).

Jako ze ~; jest gladka, prawa strona jest gladka. A wiec na U homomorfizm
h jest gladki, czyli ze wzgledu na grupowa niezmienniczo$é¢ struktur rézniczko-
wych na G i H homomorfizm h jest gltadki w otoczeniu dowolnego punktu, czyli
gladki wszedzie. O

Definicja Podgrupe H grupy Liego G nazywamy podgrupa Liego jesli H
ma strukture grupy Liego i wlozenie identycznosciowe H w G jest gladkie.

Uwaga: Ta definicja dopuszcza rézne dziwne zachowania.

Przyktady:

1. Zbiér punktéow postaci {(0,¢) : ¢t € R} jest izomorficzny z prosta rzeczy-
wista 1 jest podgrupa Liego plaszczyzny.

2. Niech G4 to bedzie G z topologia dyskretna i struktura rozmaitosci wy-
miaru 0. Wtedy G4 jest podgrupa Liego G.

3. Ry x R jest podgrupa Liego R2.

4. Niech a bedzie liczba niewymierna. Niech H = {(t,at) : ¢t € R}. H jest
podgrupa Liego R2. Niech G = R?/Z2. Obraz H przez odwzorowanie ilorazowe
jest gesta podgrupa Liego w G.

5. Niech G = SL(2,Z) x R? bedzie produktem poétprostym SL(2,Z) z R?
gdzie dziatanie SL(2,7Z) na R? jest naturalne. Jako rozmaito$é G jest dyfe-
omorficzne z produktem kartezjariskim SL(2,Z) i R%2. Na G wprowadzamy
teraz topologie i strukture rézniczkowa produktu SL(2,Z) i Ry x R. To daje
nam podrozmaito§é¢ G (w sensie wlozenia) ktora jako zbior jest identyczna z G,
czyli jest podgrupa. Ale tatwo sprawdzié¢ ze przy tej nowej topologii dziatania
grupowe sa nieciagte, czyli nie jest to podgrupa Liego.

Uwaga: Na mocy lematu z wyktadu 1 algebra Liego podgrupy Liego H jest
podalgebra algebry Liego G.

Lemat 0.2 Jesli N jest podrozmaitoscig (w sensie wlozenia) rozmaitosci M,
H jest rozmaitoscig, f jest funkcjg ciaglta z H w N takg Ze o f jest gladkie,
gdzie v oznacza wtozenie N w M, to f jest gtadka.

Dowdd: To jest wniosek z twierdzenia o rzedzie. Niech z € H, y = f(x) € N.
Naturalne wlozenie ¢ z N w M ma staly rzad, wiec na mocy twierdzenia o rze-
dzie ustniejg otwarte U C N1V C M, U C V, y € U takie ze w odpowiednim
uktadzie wspotrzednych wlozenie ¢ kopiuje wspoltrzedne z U pozostale pozycje
uzupelniajgc zerami. Jako ze f jest ciagla to istnieje otwarte W C H, x € W,



f(W) C U. Teraz widaé ze f obciete do W jest gladkie (bo na W iota o f rézni
sie od f tylko dodatokowymi zerowymi skltadowymi). Jako ze z byl dowolny
oznacza to ze f jest gladkie. O

Lemat 0.3 Jesli H jest podgrupg i podrozmaitoscig G i operacje grupowe sq
ciggte w topologi H, to H jest podgrupg Liego.

Dowdd: Niech ¢ oznacza wlozenie identycznosciowe H w G, m oznacza mno-
zenie w H za§ m mnozenie w G. Mamy

tom=mo (LX)

Jako ze ¢« i m sa gladkie to prawa strona jest gltadka. Czyli ¢ o m jest gladkie.
7 zalozenia m jest ciagle, wiec na mocy lematu 0.2 jest gltadkie. Podobnie po-
kazujemy ze branie elementu odwrotnego jest gltadkie. A wiec H ma strukture
grupy Liego. Jako ze ¢ jest gtadkie to H jest podgrupa Liego. O

Definicja. Automorfizm wewnetrzny A,, odwzorowanie Ad i ad to

Ag(y) = ayz ™,

Ad, = DyAz(y)‘y:ea
adyxy = (DzAd,)|z=e(X).
Lemat 0.4 Mamy
adx(Y) =[X,Y],
Adexp(x) = exp(adx),
Aexp(X)(eXp(Y)) = eXp(eXp(&dx)Y).

Dowdd: Wprowadzamy pomocnicze operatory Ex wzorem

(Exf)(g) = flexp(X)g).

Mamy
O Eix|i—0 = X.

Rozpisujac definicje
f(Aexp(X) (exp(Y)g) = (EXEyE—Xf)(g)
Czyli
(AdX(Y))f = aSEX-ESY-EfX,ﬂS:O = EXYE,Xf,

adX(Y)f = atAth(Y)).ﬂt:O = atEtXYEftX.ﬂt:O =XYf-YXf= [Xa Y}f
To daje pierwszy wzor. Adeyp(:x) i exp(adsx) to podgrupy jednoparametrowe w
grupie endomorfizméw g z tym samym wektorem stycznym adx dla ¢t = 0, czyli
sg rowne co daje srodkowy wzor. Wreszcie Aqxp(x)(exp(tY)) i exp(exp(adx)tY’)

to podgrupy jednoparametrowe G z tym samym wektorem stycznym exp(adx )Y
dla t = 0, co daje trzeci wzor. O



