
De�nicja. Powiemy »e algebra Liego g jest przemienna gdy nawias Liego
jest to»samo±ciowo równy 0, tzn.

∀X,Y ∈g[X,Y ] = 0.

De�nicja. Powiemy »e podalgebra h algebra Liego g jest ideaªem wtedy i
tylko wtedy gdy [g,h] ⊂ h.

Uwaga: Na mocy lematu z wykªadu 1 algebra Liego podgrupy Liego H jest
podalgebr¡ algebry Liego G.

Lemat 0.1 Spójna grupa Liego jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy jej al-

gebra Liego g jest przemienna.

Dowód: Na mocy lematu mamy

exp(X) exp(Y ) exp(−X) = Aexp(X)(exp(Y )) = exp(exp(adX)Y )

Je±li g jest przemienna to adX = 0, czyli exp(adX)Y = Y , czyli

Aexp(X)(exp(Y )) = exp(Y ).

Jako »e obraz exp zawiera otoczenie jedynki U takie »e U−1 = U , to mamy

Aexp(X)(y) = y

dla y ∈ U . Jako »e Aexp(X) jest automor�zmem powy»sza równo±¢ indukcyjnie

przedªu»a si¦ na Uk. Jak ju» wcze±niej zauwa»yli±my, skoro G jest spójna, to

G =
⋃
k

Uk

czyli mamy
Aexp(X)(y) = y

dla wszystkich y ∈ G. Podobnie, powy»sze oznacza »e równo±¢

Ax(y) = y

zachodzi dla dowolnego y ∈ G i x ∈ U . Jako »e przyporz¡dkowanie x 7→ Ax

jest homomor�zmem powy»sza równo±¢ przedªu»a si¦ dla x ∈ Uk, czyli dla
dowolnych x, y ∈ G mamy

Ax(y) = y.

Lecz Ax(y) = xyx−1, czyli
xyx−1 = y

czyli
xy = yx

co oznacza »e grupa jest przemienna.
Je±li grupa jest przemienna to prowadz¡c rozumowanie w przeciwn¡ stron¦

widzimy »e
exp(adX)Y = Y

dla dowolnych X,Y ∈ g co oznacza »e

adX(Y ) = ∂t exp(adtX)Y = 0
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czyli
0 = adX(Y ) = [X,Y ]

czyli algebra Liego g jest przemienna. �

Lemat 0.2 Niech G b¦dzie grup¡ Liego z algebr¡ Liego g za± H jej podgrup¡

Liego z podalgebr¡ h. Je±li G i H s¡ spójne za± h jest ideaªem g to H jest

podgrup¡ normaln¡. Je±li H jest podgrup¡ normaln¡ i automor�zmy wewn¦trzne

G s¡ ci¡gªe na H w topologii H to h jest ideaªem g.

Dowód: Jak w poprzednim lemacie u»ywamy wzór

exp(X) exp(Y ) exp(−X) = Aexp(X)(exp(Y )) = exp(exp(adX)Y )

Je±li h jest ideaªem w g to dla X ∈ g, Y ∈ h mamy adX(Y ) ∈ h, czyli

exp(adX)Y ∈ h

czyli
exp(exp(adX)Y ) ∈ H.

A wi¦c istnieje otoczenie jedynki U w H takie »e dla y ∈ U mamy

Aexp(X)(y) ∈ H.

Znowu, ta wªasno±¢ przechodzi na y ∈ Uk, i ze wzgl¦du na spójno±¢H na y ∈ H.
Czyli

Aexp(X)(H) ⊂ H.

A wi¦c istnieje otoczenie jedynki V w G takie »e dla x ∈ V mamy

Ax(H) ⊂ H.

Ponownie u»ywaj¡c spójno±¢ G ta równo±¢ rozszerza sie do x ∈ G, czyli dla
dowolnego x ∈ G mamy

xHx−1 ⊂ H.

Ale to oznacza »e H jest podgrup¡ normaln¡ w G.
Je±li H jest normaln¡ podgrup¡ Liego G, to Aexp(X) daje automor�zm H.

Z zaªo»ania jest on ci¡gªy, czyli gªadki. A wi¦c pochodna Aexp(X) w jedynce
odwzorowuje h w h. Czyli

Adexp(tX)h ⊂ h.

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem t widzimy »e dla Y ∈ h

adX(Y ) = ∂tAdexp(tX)(Y )|t=0 ∈ h.

Czyli dla X ∈ g, Y ∈ h
[X,Y ] ∈ h

co oznacza »e h jest ideaªem. �
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Komentarz: Powy»ej zaªo»enie »e automor�zmy wewn¦trzne s¡ ci¡gªe jest
automatycznie speªnione. Mianowice, H jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów zwar-
tych, czyli jest podzbiorem borelowskim G. To powoduje »e automor�zmy
wewn¦trzne obci¦te do H s¡ borelowsko mierzalne. Dla homomor�zmu grup
polskich (a H jest grup¡ polsk¡), borelowska mierzalno±¢ implikuje ci¡gªo±¢.
Jednak»e to rozumowanie u»ywa do±¢ zaawansowany materiaª którego nie oma-
wiamy na tym wykªadzie, dlatego zaªo»enie ci¡gªo±ci jest potrzebne by poda¢
kompletny, prosty dowód.

Lemat 0.3 Je±li G jest grup¡ Liego, x, y ∈ g, gdzie g jest algebr¡ Liego grupy

G to

exp(x+ y) = lim
n→∞

(exp(x/n) exp(y/n)n

Dowód: U»ywaj¡c exp−1 jako map¦ w otoczeniu jedynki z de�nicji exp mamy

exp−1(exp(x/n)) = x/n.

Jako »e mno»enie jest gªadkie oraz xe = ex = x to pochodna cz¡stkowa mno»e-
nia wzgl¦dem pierwszego (lub drugiego) argumentu jest identyczno±ci¡. A wi¦c
z wzoru Taylora

exp−1(exp(x/n) exp(y/n)) = x/n+ y/n+ o(1/n)

czyli
n exp−1(exp(x/n) exp(y/n))→ x+ y

a wi¦c ten lemat wynika z lematu o zbie»no±ci do podgrup jednoparametrowych.
�

Lemat 0.4 Domkni¦ta podgrupa H grupy Liego G jest podgrup¡ Liego

Dowód: Niech V bedzie zbiorem takich x ∈ g »e exp(Rx) ⊂ H. Na mocy
poprzedniego lematu V jest podprzestrzni¡. Niech W b¦dzie podprzestrzeni¡
dopeªnicz¡ do V w g. Wtedy (w, v) 7→ exp(w) exp(v) jest dyfeomor�zmem
produktowego otoczenia 0 w W × V z otoczeniem jedynki U w G.

Twierdzimy »e exp(V )∩U jest otoczeniem e w H. Mianowicie w przeciwnym
razie istniaªby ci¡g hn ∈ H zbie»ny do e taki »e hn /∈ exp(V ) ∩ U . hn = wnvn
gdzie vn ∈ exp(V ) ∩ U i wn ∈ exp(W ) ∩ U . Oczywi±cie wn = exp(un) ∈ H i un
d¡»y do 0. Piszemy un = tnzn gdzie tn = |un|, za± |zn| = 1. Z ci¡gu zn mo»na
wybra¢ podci¡g zbie»ny, wi¦c exp(szn) ∈ H, co przeczy maksymalno±ci V . To
oznacza »e je±li zadamy lx wzorem lx(v) = exp(v)x to lx jest homeomor�zmem
na otocznie Ux ∩ H x w H. Teraz niech φx b¦dzie odwrotno±ci¡ lx. �atwo
sprawdzi¢ »e φx s¡ zgodne. Mianowicie, je±li dziedzina φe i dziedzina φx si¦
przecinaj¡, to przekrój F ⊂ U . Na E = φe(F ) mamy φxφ

−1
e = exp−1 x−1 exp

co jest gªadkie. Ogólny przypadek przez przesuni¦cia sprowadza si¦ do powy»-
szego. A wi¦c H (z topologi¡ indukowan¡) jest podrozmaito±ci¡, a wi¦c równie»
podgrup¡ Liego. �
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