Definicja. Powiemy ze algebra Liego g jest przemienna gdy nawias Liego
jest tozsamosciowo réwny 0, tzn.

VX,Yeg[X7 Y] == 0

Definicja. Powiemy ze podalgebra h algebra Liego g jest idealem wtedy i
tylko wtedy gdy [g, h] C h.

Uwaga: Na mocy lematu z wyktadu 1 algebra Liego podgrupy Liego H jest
podalgebra algebry Liego G.

Lemat 0.1 Spdjna grupa Liego jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy jej al-
gebra Liego g jest przemienna.

Dowdd: Na mocy lematu mamy

exp(X) exp(Y) exp(—=X) = Aexp(x)(exp(Y)) = exp(exp(adx)Y)

Jesli g jest przemienna to adxy = 0, czyli exp(adx)Y =Y, czyli

Aexp(X) (eXp(Y)) = exp(Y).

Jako ze obraz exp zawiera otoczenie jedynki U takie ze U~! = U, to mamy

Aexp(X) (y) =Y

dla y € U. Jako ze Aexp(x) jest automorfizmem powyzsza rownos¢ indukeyjnie
przedtuza sie na U*. Jak juz wczesniej zauwazyli$my, skoro G jest spojna, to

¢=u*
k

czyli mamy
Aexp(X)(y) =Y

dla wszystkich y € G. Podobnie, powyzsze oznacza ze rownosé

A:(y) =y

zachodzi dla dowolnego y € G i z € U. Jako ze przyporzadkowanie z +— A,
jest homomorfizmem powyzsza réwnosé przedhuza sie dla x € U*, czyli dla
dowolnych z,y € G mamy

Ax(y) =y.
Lecz A, (y) = xyz~1, czyli
:L'y:vfl =y
czyli
Y = Yyx

€O oznacza ze grupa jest przemienna.
Jesli grupa jest przemienna to prowadzac rozumowanie w przeciwng strone
widzimy ze
exp(adx)Y =Y

dla dowolnych X,Y € g co oznacza ze

adx(Y) = Orexp(ad;x)Y =0



czyli
0=adx(Y)=[X,Y]

czyli algebra Liego g jest przemienna. ]

Lemat 0.2 Niech G bedzie grupg Liego z algebrq Liego g za$ H jej podgrupq
Liego z podalgebrg h. Jesli G i H sq spdjne za$ h jest ideatem g to H jest
podgrupg normalng. Jesli H jest podgrupg normalng i automorfizmy wewnetrzne
G sq ciggte na H w topologii H to h jest ideatem g.

Dowdd: Jak w poprzednim lemacie uzywamy wzor
exp(X) exp(¥) exp(—X) = gy (exp(¥)) = exp(exp(ad)Y)
Jesli h jest ideatem w g to dla X € g, Y € h mamy adx(Y) € h, czyli
exp(adx)Y € h

czyli
exp(exp(adx)Y) € H.

A wiec istnieje otoczenie jedynki U w H takie ze dla y € U mamy

Acxp(x)(y) € H.

Znowu, ta wlasnosé przechodzi na y € U*, i ze wzgledu na sp6jnosé H nay € H.
Cazyli
Aexp(X)(H) C H.

A wiec istnieje otoczenie jedynki V' w G takie ze dla x € V mamy
A, (H) C H.

Ponownie uzywajac spojnosé¢ G ta rownosé rozszerza sie do x € G, czyli dla
dowolnego = € G mamy
rHx™ ' C H.

Ale to oznacza ze H jest podgrupa normalng w G.
Jesli H jest normalng podgrupa Liego G, to Aeyp(x) daje automorfizm H.
Z zalozania jest on ciagly, czyli gtadki. A wigc pochodna Acc,x) W jedynce
odwzorowuje h w h. Czyli
Adexp(tX)h C h.

Rozniczkujac wzgledem t widzimy ze dla Y € h
a“dX(Y) = atAdcxp(itX) (Y)|t:0 € h.

Czylidla X €g, Y €h
[X,Y]€h

co oznacza ze h jest ideatem. O



Komentarz: Powyzej zalozenie ze automorfizmy wewnetrzne sa ciagle jest
automatycznie spelnione. Mianowice, H jest przeliczalng suma zbioréw zwar-
tych, czyli jest podzbiorem borelowskim G. To powoduje ze automorfizmy
wewnetrzne obciete do H sa borelowsko mierzalne. Dla homomorfizmu grup
polskich (a H jest grupa polska), borelowska mierzalnosé implikuje ciagtosé.
Jednakze to rozumowanie uzywa dosé¢ zaawansowany materiat ktérego nie oma-
wiamy na tym wykladzie, dlatego zatozenie ciaglosci jest potrzebne by podaé
kompletny, prosty dowod.

Lemat 0.3 Jesli G jest grupg Liego, x,y € g, gdzie g jest algebrq Liego grupy
G to

exp(z +y) = lim (exp(z/n) exp(y/n)"

lim
n—oo
Dowdd: Uzywajac exp~! jako mape w otoczeniu jedynki z definicji exp mamy

exp”!(exp(z/n)) = x/n.

Jako 7e mnozenie jest gladkie oraz xe = ex = x to pochodna czastkowa mnoze-
nia wzgledem pierwszego (lub drugiego) argumentu jest identycznodcia. A wiec
z wzoru Taylora

exp ™ (exp(z/n) exp(y/n)) = x/n +y/n + o(1/n)

czyli
nexp_l(exp(x/n) exp(y/n)) =z +vy

a wiec ten lemat wynika z lematu o zbieznosci do podgrup jednoparametrowych.
O

Lemat 0.4 Domknieta podgrupa H grupy Liego G jest podgrupg Liego

Dowdd: Niech V bedzie zbiorem takich z € g 7e exp(Rz) C H. Na mocy
poprzedniego lematu V' jest podprzestrznia. Niech W bedzie podprzestrzenia
dopehicza do V w g. Wtedy (w,v) — exp(w)exp(v) jest dyfeomorfizmem
produktowego otoczenia 0 w W x V' z otoczeniem jedynki U w G.

Twierdzimy ze exp(V)NU jest otoczeniem e w H. Mianowicie w przeciwnym
razie istniatby ciag h, € H zbiezny do e taki ze h,, ¢ exp(V)NU. h, = wyv,
gdzie v, € exp(V)NU i w, € exp(W)NU. Oczywiscie w,, = exp(u,) € H i uy,
dazy do 0. Piszemy w, = t,z, gdzie t,, = |u,|, zas |z,| = 1. Z ciagu z, mozna
wybraé podciag zbiezny, wiec exp(sz,) € H, co przeczy maksymalnosci V. To
oznacza ze jesli zadamy [, wzorem [, (v) = exp(v)z to I, jest homeomorfizmem
na otocznie Ux N H x w H. Teraz niech ¢, bedzie odwrotnoscig [,. Latwo
sprawdzi¢ ze ¢, sa zgodne. Mianowicie, jesli dziedzina ¢, i dziedzina ¢, sie
przecinaja, to przekréj F C U. Na E = ¢.(F) mamy ¢,¢. 1 = exp L a Lexp
co jest gladkie. Ogodlny przypadek przez przesuniecia sprowadza sie do powyz-
szego. A wiec H (z topologia indukowana) jest podrozmaitoscia, a wiec roéwniez
podgrupa Liego. (]



