
De�nicja. Niech P b¦dzie przestrzni¡ topologiczn¡. Powiemy »e para (π,Q)
jest nakryciem P je±li π : Q → P jest ci¡gle i dla ka»dego x ∈ P istnieje
otoczenie U takie »e π−1(U) jest sum¡ rozª¡cznych zbiorów otwartych Vy i dla
ka»dego y π obci¦te do Vy jest homeomor�zmem Vy z U . π powy»ej nazywamy
odwzorowaniem nakrywaj¡cym.

De�nicja. Niech P i Q b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi, za± A domkni¦-
tym podzbiorem P . Powiemy »e funkcje ci¡gªe f i g z P w Q takie »e f |A = g|A
s¡ homotopijne wzgl¦dem A je±li istnieje funkcja ci¡gªa h z P × [0, 1] w Q taka
»e f(x) = h(x, 0), g(x) = h(x, 1) i f(x) = g(x) = h(x, t) dla x ∈ A.

Uwaga: Homotopia wzgl¦dem ustalonego A jest relacj¡ równowa»no±ci.
De�nicja. Grup¡ podstawow¡ π1(P, x0) przestrzeni topologicznej P wzgl¡-

dem punktu x0 ∈ P nazywamy zbiór klas równowa»no±ci krzywych ci¡gªych
γ : [0, 1] → P takich »e γ(0) = γ(1) = x0 wzgl¦dem homotopi wzgl¦dem
{0, 1}. Na klasach równowa»no±ci krzywych wprowadzamy mno»enie wzorem
[γ1][γ2] = [η] gdzie η(t) = γ1(2t) dla t ∈ [0, 1/2] i η(t) = γ2(2t−1) dla t ∈ [1/2, 1].
Element neutralny to klasa krzywej staªej γ(t) = x0, element odwrotny to klasa
krzywej η z odwrotn¡ parametryzacj¡: η(t) = γ(1− t).

Je±li P jest ªukowo spójna to π1(P, x0) dla ró»nych x0 s¡ izomor�czne. W
takiej sytuacji cz¦sto pisze si¦ π1(P ) i u»ywa nazwy grupa podstawowa.

De�nicja. Mówimy »e ªukowo spójna przestrze« topologiczna P jest jed-
nospójna je±li jej grupa podstawowa jest trywialna. Równowa»nie, P jest jed-
nospójna wtedy i tylko wtedy gdy ka»da p¦tla w P (tzn. krzywa γ : [0, 1]→ P
taka »e γ(0) = γ(1)) jest homotopijna ze staª¡.

Lemat 0.1 Je±li P jest przestrzeni¡ z wyró»nionym punktem e i ci¡gª¡ operacj¡
m : P ×P → P tak¡ »e m(e, x) = m(x, e) = x, to grupa podstawowa P jest prze-
mienna. W szczególno±ci grupa podstawowa ªukowo spójnej grupy topologicznej
jest przemienna.

De�nicja. Powiemy »e przestrze« P jest póªlokalnie jednospójna je±li dla
ka»dego punktu x ∈ istnieje otoczenie V takie »e ka»da krzywa γ taka »e γ(0) =
γ(1) = x której obraz jest zawarty w U jest homotopijna wzgl¦dem {0, 1} z
krzyw¡ staª¡.

Lemat 0.2 Je±li P jest lokalnie ªukowo spójna, spójna i póªlokalnie jednospójna
to P ma nakrycie jednospójne. W szczególno±ci spójna rozmaito±¢ ma nakrycie
jednospójne.

Lemat 0.3 Je±li P jest lokalnie ªukowo spójna, spójna i jednospójna, x0 ∈ P ,
f jest ci¡gªym odwzorowaniem z P w Q, π : R→ Q jest nakryciem za± π(y0) =
f(x0) to istnieje dokªadnie jedno ci¡gªe h takie »e π ◦ h = f i h(x0) = y0.

Uwaga: odwzorowanie h z lematu nazywamy podniesieniem odwzorowania
f .

Uwaga: lemat oznacza »e nakrycie jednospójne przestrzeni spójnej i lokalnie
ªukowo spójnej o ile istnieje to jest jednoznacznie wyznaczone z dokªadno±ci¡
do homeomor�zmu.

Lemat 0.4 Produkt kartezja«ski przestrzeni jednospójnych jest jednospójny. Pro-
dukt kartezja«ski nakry¢ jest nakryciem.
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Lemat 0.5 Nakrycie π : P → Q rozmaito±ci gªadkiej (analitycznej) Q ma
naturaln¡ struktur¦ rozmaito±ci gªadkiej (analitycznej) tak¡ »e dla dowolnej roz-
maito±ci gªadkiej (analitycznej) M ci¡gªe f :M → P jest gªadkie (analityczne)
wtedy i tylko wtedy gdy π ◦ f jest gªadkie (analityczne).

Lemat 0.6 Je±li G jest spójn¡ i ªukowo spójn¡ grup¡ topologiczn¡ za± π : H →
G jest nakryciem jednospójnym G, to H ma jedyn¡ struktur¦ grupy topologicznej
tak¡ »e odwzorowanie nakrywaj¡ce π jest homomor�zmem grup. J¡dro π jest
izomor�czne z grup¡ podstawow¡ G.

Dowód: Niechm : G×G→ G oznacza mno»enie w G. P×P jest jednospójne
za± π×π jest odwzorowaniem nakrywaj¡cym z P ×P w G×G. Mno»enie m̃ w
P istnieje i jest jednoznaczne na mocy Lematu 0.3 jako podniesienie odwzoro-
wania f = m ◦ (π × π). �¡czno±¢ m̃ równie» wynika z Lematu 0.3. Mianowicie,
m̃(x, m̃(y, z)) i m̃(m̃(x, y), z) daj¡ dwa podniesinia tego samego odwzorowania
m(x,m(y, z)) ◦ (π × π × π), wi¦c z jednoznaczno±ci podnoszenia s¡ równe. Po-
dobnie pokazujemy istnienie elementu odwrotnego. �

Lemat 0.7 Nakrycie jednospójne H spójnej grupy Liego G jest grup¡ Liego.

Dowód. Na mocy poprzedniego lematu H ma naturaln¡ struktur¦ grupy topo-
logicznej. Na mocy Lematu 0.5 H ma struktur¦ rozmaito±ci i operacje grupowe
s¡ gªadkie. �

Lemat 0.8 (twierdzenie Frobeniusa) Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ gªadk¡ za±
A rodzin¡ gªadkich pól wektorowych na M tak¡ »e A jest zamkni¦ta na dodawa-
nie i mno»enie prze funkcje gªadkie (czyli jest moduªem nad C∞(M)), A jest
zamkni¦ta na komutator pól wektorowych (czyli jest algebr¡ Liego). Dla x ∈M
niech Ax oznacza podprzetrze« TMx rozpinan¡ przez warto±ci pól z A w punk-
cie x. Zakªadamy »e wymiar Ax nie zale»y od x. Ustalmy y ∈ M . Istnieje
dokªadnie jedna podrozmaito±¢ N ⊂M taka »e N jest spójna, y ∈ N , dla x ∈ N
mamy TNx = Ax i M jest maksymalna mi¦dzy rozmaito±ciami speªniaj¡cymi
trzy poprzednie warunki.

Lemat 0.9 Niech G b¦dzie grup¡ Liego z algebr¡ Liego g i niech h b¦dzie po-
dalgebr¡ Liego g. Wtedy istnieje jednoznaczna spójna podgrupa Liego H której
algebr¡ Liego jest h.

Dowód: Niech B b¦dzie moduªem nad C∞(G) rozpinanym przez h. Ze wzoru

[X, fY ] = f [X,Y ] + (Xf)Y

wynika »e B jest zamkni¦te na komutator i dim(Bx) = dim(h). Ponadto Bx =
lin{Xi(x)} je±li {Xi} s¡ baz¡ h. A wi¦c speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia
Frobeniusa, czyli istnieje dokªadnie jedna maksymalna spójna podrozmaito±¢
H taka »e e ∈ H, THx = Bx dla x ∈ H. Dla x ∈ H rozwa»my teraz Hx.
Jako »e pola z h s¡ prawostronnie niezmiennicze mamy T (Hx)z = Bz dla z ∈
Hx. Ponadto x ∈ Hx i Hx jest spójna. Jako prawe przesuni¦cie H Hx jest
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maksymalna z tymi wªasno±ciami. Ale H ma te» te wªasno±ci, czyli H ⊂ Hx.
teraz widzimy »e e ∈ Hx, z maksymalno±ci H mamy Hx ⊂ H, czyli Hx = H.
A wi¦c H jest zamkni¦te na mno»enie. Jako »e pola z h s¡ styczne do H to
exp(h) ⊂ H. Ponadto exp jest dyfeomor�zmem na otoczenie jedynki w H.
Jako »e exp(−X) jest odwrotno±ci¡ exp(X) oznacza to »e elementy pewnego
otoczenia U jedynki w H s¡ odwracalne. Teraz wida¢ »e⋃

k

Uk

jest otwart¡ podgrup¡ H i jako »e H jest spójne musi by¢ równe H. Czyli H
jest podgrup¡ G. Aby pokaza¢ »e operacje grupowe w H s¡ ci¡gªe zauwa»my
najpierw »e automor�zmy wewn¦trzne H s¡ ci¡gªe w jedynce. Dokªadniej, je±li
x jest ustalonym elementem H to de�nujemy

Ax(y) = xyx−1.

Niech U b¦dzie otoczeniem e w H. Istnieje otoczenie zera V ⊂ h takie »e
exp(V ) ⊂ U . Dalej istnieje otoczenie zera W w g takie »e W ∩h ⊂ V i exp jest
dyfeomor�zmemW na otoczenie jedynki X w G. Jako »e operacje grupowe w G
s¡ ci¡gªe to Ax jako odwzorowanie z G w G jest ci¡gªe. A wi¦c istnieje otoczenie
Y zera w g takie »e exp−1(Ax(exp(Y )) ⊂ W . Niech Z = Y ∩ V . Jako »e Ax
przeksztaªca podgrupy jednoparametrowe na podgrupy jednoparametrowe, to
Ax(exp(h)) ⊂ exp(h), czyli Ax(exp(Z)) ⊂ exp(h). Razem z wªasno±ciami Y
daje to Ax(exp(Z)) ⊂ exp(h) ∩ exp(W ). Jako »e exp jest ró»nowarto±ciowe na
W mamy Ax(exp(Z)) ⊂ exp(W ∩ h). Lecz W ∩ h ⊂ V , czyli

Ax(exp(Z)) ⊂ exp(V ) ⊂ U.

exp(Z) jest otoczeniem jedynki w H za± U byªo dowolnym otoczeniem jedynki
w H, wi¦c Ax jest ci¡gªe w jedynce H. Podobnie, lecz ªatwiej pokazujemy »e
mno»enie i branie elementu odwrotnego jest ci¡gªe w jedynce H. Teraz niech
x, y ∈ H b¦d¡ dowolne. Z konstrukcji H struktura ró»niczkowa i topologia H
jest niezmiennicza na prawe przesuniecia. Czyli dowolne otoczenie xy mo»na
zapisa¢ w postaci Uxy gdzie U jest otoczeniem jedynki w H. Z pokazanej
ci¡gªo±ci w jedynce istniej¡ otoczenia jedynki V i W w H takie »e VW ⊂ U .
Teraz piszemy

VWxy = V x(x−1Wx)y

Z ci¡gªo±ci automor�zmów wewn¦trzych w jedynce H istnieje otoczenie jedynki
X takie »e X ⊂ x−1Wx. A wi¦c

V xXy ⊂ V x(x−1Wx)y = VWxy ⊂ Uxy.

Czyli dla dowolnego otoczenia xy (które zapisali±my jako Uxy), znale¹li±my
otoczenie V x elementu x i otoczenie Xy elementu y takie »e

V xXy ⊂ Uxy.

Ale to jest ci¡gªo±¢ mno»enia w xy. Podobnie pokazujemy ci¡gªo±¢ odwrotno±ci.
Skoro operacje grupowe w H s¡ ci¡gªe to H jest podgrup¡ Liego. �
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Lemat 0.10 Zakªadamy »e grupa Liego G z algebr¡ Liego g jest spójna i jed-
nospójna. Je±li f jest homor�zmem algebr Liego z g w algebr¦ Liego h grupy
Liego H to istnieje dokªadnie jeden gªadki homomor�zm F z G w H taki »e
DF (x)|x=e = f .

Dowód: Niech S = G×H. S jest grup¡ Liego z algebr¡ Liego g ⊕ h. Niech

p = {(x, f(x)) : x ∈ g}.

Jako »e f jest homor�zmem algebr Liego to p jest podalgebr¡ w g ⊕ h. Na
mocy Lematu 0.9 istnieje podgrupa Liego P ⊂ S z algebr¡ Liego p. Rozwa»my
rzutowanie π1 z P na G. Pochodna π1 w jedynce jest ró»nowarto±ciowa, wi¦c
π1 jest lokalnym dyfeomor�zmem. Jako »e π1 jest homomor�zmem wynika st¡d
»e obraz π1 jest otwarty. Jako »e G jest spójna wynika st¡d »e π1 jest na.
Jako »e π1 jest lokalnym dyfeomor�zmem to j¡do π1 jest dyskretne. Wynika
st¡d »e π1 jest nakryciem. Jako »e G jest jednospójna, identyczno±¢ na G
mo»na podnie±¢ do ci¡gªego odwzorowania z G w P , czyli π1 jest izomor�zmem
grup topologicznych, czyli π1 ma gªadk¡ odwrotno±¢ π−11 . Niech π2 oznacza
rzutowanie z P na H. Bierzemy

F = π2 ◦ π−11 .

Jest to gªadki homomor�zm grup Liego. Wida¢ »e Dπ−11 (y)|y=e speªnia

Dπ−11 )(y)|y=e(x) = (x, f(x))

czyli DF (y)|y=e = f �

Zakªadamy »e G i H s¡ podgrupami jednej grupy. Niech

(G,H) = grupa generowana przez xyx−1y−1 dla x ∈ G, y ∈ H

oznacza komutant grup G i H. Piszemy

G0 = G,

Gk+1 = (Gk, Gk).

Powiemy »e grupa G jest rozwi¡zalna je±li istnieje k takie »e Gk = {e}.
Zakªadamy »e g i h s¡ podalgebrami tej samej algebry Liego. Niech

[g,h] = podalgebra generowana przez [x, y], x ∈ g, y ∈ h

oznacza komutant algebr g i h. Piszemy

g0 = g,

gk+1 = [gk,gk].

Powiemy »e algebra g jest rozwi¡zalna je±li istnieje k takie »e gk = {0}.
Podobnie piszemy

G0 = G,

Gk+1 = (G,Gk).
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Powiemy »e grupa G jest nilpotentna je±li istnieje k takie »e Gk = {e}. Piszemy
te»

g0 = g,

gk+1 = [g,gk].

Powiemy »e algebra g jest nilpotentna je±li istnieje k takie »e gk = {0}.
Przykªad: grupa Heisenberga z pierwszego wykªadu jest nilpotentna, grupa

"ax + b" jest rozwi¡zalna.
Dodatek: Dowód twierdzenia Frobeniusa.
Dowód: Najpierw indukcyjnie wzgl¦dem wymiaru Ax pokazujemy istnienie

rozmaito±ci speªniaj¡cej y ∈ N i TNx = Ax dla x ∈ N . Jest to wynik lokalny
wi¦c mo»na pracowa¢ w jednej mapie czyli na Rn. Je±li dim(Ax) = 0 to mamy
N = {y}. Je±li dim(A) = k + 1, k ≥ 0 to wybieramy pole X ∈ A takie »e
X(y) 6= 0. Na mocy twierdzenia o prostowaniu pola wektorowego lokalnie w
otoczeniu y mo»na przyj¡c »e X = ∂1. Odejmuj¡c od pozostaªych pól opo-
wiedni¡ wielokrotno±¢ X mo»na przyj¡¢ »e A jest generowane przez X i pola
postaci

n∑
i=2

fi∂i.

Bez utraty ogólno±ci mo»na wybra¢ wspóªrz¦dne i pola Yi tak by Yi(y) = ∂i+1

dla i = 1, . . . , k. Niech

V = lin{∂i : i = 2, . . . , k + 1}

Dla x ∈M rozwa»my odwzorowanie Bx : Rk → V zadane wzorem

Bx(t1, . . . , tk) = πV ((t1Y1 + . . . tkYk)(x)).

{∂i : i = 2, . . . , k+1} jest baz¡ V co pozwala uto»samia¢ V z Rk Dla x = y przy
tym uto»samieniu odwzorowanie Bx jest identyczno±ci¡. A wi¦c w pewnym oto-
czeniu y odwzorowanie Bx ma odwrotno±¢ B−1x . Mno»¡c wektor (Y2, . . . , Yk+1)
przez B−1x otrzymany nowe pola wektorowe Zi nale»¡ce do A takie »e w otocze-
niu y mamy

Zi(x) = ∂i+1 +

n∑
j=k+2

gj∂j .

Komutator Zi z X = ∂1 ma posta¢

[X,Zi] =

n∑
j=k+2

(∂1gj)∂j

Ale dla ka»dego x pola X(x) i Zi(x) daj¡ baz¦ Ax. Jako »e pierwsze k + 1
skªadowych [X,Zi](x) jest zerami oznacza to »e [X,Zi](x) = 0, czyli [X,Zi]
jest zerem w otoczeniu y. To z kolei oznacza »e pola Zi s¡ niezmiennicze na
przesuniecia wzgl¦dem x1. Niech R b¦dzie podzbiorem otoczenia y jak wy»ej
skªadaj¡cym si¦ z punktów x takich »e x1 = y1. Zauwa»my »e pola Zi s¡ styczne
do R, wi¦c mo»na je traktowa¢ jako pola na R. Ponadto Zi generuj¡ moduª C
nad C∞(R) taki »e dim(Cx) = k. Z zaªo»enia indukcyjnego istnieje S ⊂ R takie
»e y ∈ S i TSx = Cx. Bierzemy

N = {x : (y1, x2, . . . , xn) ∈ R, x ∈ U}
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gdzie U jest wypukªym otoczeniem y takim »e [X,Zi] = 0. Jako »e dla x ∈ U
pola Zi nie zale»¡ od pierwszej wspóªrz¦dnej, to Zi(x) ∈ TNx. Ponadto X ∈
TNx. Wida¢ te» »e X i Zi daj¡ baz¦ TNx. Ale z konstrukcji X i Zi daj¡ baz¦
Ax, czyli TNx = Ax co ko«czy dowód istnienia podrozmaito±ci N speªniaj¡cej
y ∈ N i TNx = Ax dla x ∈ N . Aby pokaza¢ jednoznaczono±¢ zawa»my »e
mamy lokaln¡ jednoznaczno±¢: je±li N1 i N2 s¡ jak wy»ej to istnieje U ⊂ N1,
U ⊂ N2 y ∈ U takie »e U jest otwarte w N1 i N2. Mianowicie, wybieramy pola
X1, . . . , Xk+1 takie »e {Xi(y)} daje baz¦ Ay. Niech φ(s, t1, . . . , tk+1) b¦dzie
rozwi¡zaniem równania

∂sφ(s, t1, . . . , tn) = (

k+1∑
i

tiXi)(φ(s, t1, . . . , tn))

Na mocy warunku TNx = Ax pole

k+1∑
i

tiXi

jest styczne do N , czyli φ(s, t1, . . . , tk+1) tam gdzie istnieje przyjmuje warto±ci
w N . Niech

ψ(t1, . . . , tk+1) = φ(1, t1, . . . , tk+1).

ψ istnieje i jest gªadkie dla t bliskich 0. Ponadto pochodna ψ jest odwracalna,
wi¦c obraz pewnego otoczenia 0 przez ψ daje otoczenie y w N . Ale ψ zale»y
tylko od pól z A a nie zale»y od tego jak otrzymali±my N , czyli mamy lokaln¡
jednoznaczno±¢ N .

Teraz niech N b¦dzie sum¡ spójnych podrozmaito±ci Nα ⊂ M takich »e
y ∈ Nα i (TNα)x = Ax dla ka»dego x ∈ Nα. Jako baz¦ topologi na N bierzemy
sum¦ baz z Nα, tzn. podzbiór N jest otwarty je±li jego przekrój z ka»dym Nα
jest otwarty. Struktur¦ ró»niczkow¡ wprowadzamy podobnie: bierzemy mapy z
Nα z dowolnym α. Pokazna ju» lokalna jednoznaczno±¢ oznacza »e ten ukªad
map jest zgodny, czyli daje struktur¦ ró»niczkow¡. A wi¦c N jest podrozma-
ito±ci¡ M . Ponadto lokalna jednoznaczno±¢ oznacza »e TNx = Ax dla ka»dego
x ∈ N (bo w maªym otoczeniu x N pokrywa si¦ z Nα takim »e x ∈ Nα, a dla
Nα ten warunek jest speªniony). Jako suma zbiorów spójnych zawieraj¡cych
wspólny punkt y N jest spójne. �
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