Definicja. Niech P bedzie przestrznia topologiczna. Powiemy ze para (7, Q)
jest nakryciem P jesli w : Q@ — P jest ciggle i dla kazdego x € P istnieje
otoczenie U takie ze 7! (U) jest suma rozlacznych zbioréw otwartych V,, i dla
kazdego y 7 obciete do V, jest homeomorfizmem V), z U. 7 powyzej nazywamy
odwzorowaniem nakrywajacym.

Definicja. Niech P i Q beda przestrzeniami topologicznymi, za§ A domknie-
tym podzbiorem P. Powiemy ze funkcje ciagle f i gz P w Q takie ze f|a = g|a
sa homotopijne wzgledem A jedli istnieje funkcja ciagta h z P x [0,1] w Q taka
ze f(x) = h(z,0), g(z) = h(z,1) i f(z) = g(x) = h(z,t) dla z € A.

Uwaga: Homotopia wzgledem ustalonego A jest relacja rownowaznosci.

Definicja. Grupa podstawowa 1 (P, xo) przestrzeni topologicznej P wzgla-
dem punktu zy € P nazywamy zbiér klas réwnowaznosci krzywych ciaglych
v : [0,1] — P takich ze v(0) = (1) = zp wzgledem homotopi wzgledem
{0,1}. Na klasach rownowaznosci krzywych wprowadzamy mnozenie wzorem
)lvs) = [ gdzie n(t) = 71(2t) dlat € [0,1/2] n(t) = 92(2t—1) dlat € [1/2,1].
Element neutralny to klasa krzywej stalej v(t) = x¢, element odwrotny to klasa
krzywej n z odwrotng parametryzacja: n(t) = (1 —¢).

Jesli P jest tukowo spojna to m (P, xo) dla roznych zg sa izomorficzne. W
takiej sytuacji czesto pisze sie m1(P) i uzywa nazwy grupa podstawowa.

Definicja. Méwimy ze tukowo spdjna przestrzenn topologiczna P jest jed-
nospojna jesli jej grupa podstawowa jest trywialna. Rownowaznie, P jest jed-
nospojna wtedy i tylko wtedy gdy kazda petla w P (tzn. krzywa v : [0,1] — P
taka ze v(0) = (1)) jest homotopijna ze stala.

Lemat 0.1 Jesli P jest przestrzeniq z wyroznionym punktem e ¢ cigglq operacjq
m : Px P — P takqg ze m(e,xz) = m(x, e) = x, to grupa podstawowa P jest prze-
mienna. W szczegdlnosci grupa podstawowa tukowo spdjnej grupy topologicznej
jest przemienna.

Definicja. Powiemy ze przestrzen P jest polokalnie jednospdjna jesli dla
kazdego punktu z € istnieje otoczenie V takie ze kazda krzywa ~ taka ze v(0) =
~v(1) = x ktorej obraz jest zawarty w U jest homotopijna wzgledem {0,1} z
krzywa stala.

Lemat 0.2 Jesli P jest lokalnie tukowo spdjna, spdjna i pétlokalnie jednospdjna
to P ma nakrycie jednospdine. W szczegdolno$ci spdjna rozmaito$é ma nakrycie
jednospadjne.

Lemat 0.3 Jesli P jest lokalnie tukowo spdjna, spdjna i jednospdjna, o € P,
f jest ciggtym odwzorowaniem z P w Q, m : R — Q jest nakryciem za$ 7(yo) =
f(xo) to istnieje doktadnie jedno ciggte h takie ze moh = f i h(xg) = yo-

Uwaga: odwzorowanie h z lematu nazywamy podniesieniem odwzorowania
f.

Uwaga: lemat oznacza ze nakrycie jednospdjne przestrzeni spojnej i lokalnie
lukowo spéjnej o ile istnieje to jest jednoznacznie wyznaczone z dokladnoscia
do homeomorfizmu.

Lemat 0.4 Produkt kartezjanski przestrzeni jednospojnych jest jednospdojny. Pro-
dukt kartezjariski nakryé jest nakryciem.



Lemat 0.5 Nakrycie m1 : P — @ rozmaitosci gladkiej (analitycznej) Q ma
naturalng strukture rozmaitosci gladkiej (analitycznej) takq ze dla dowolnej roz-
maitosci gtadkiej (analitycznej) M ciggte f: M — P jest gtadkie (analityczne)
wtedy i tylko wtedy gdy wo f jest gladkie (analityczne).

Lemat 0.6 Jesli G jest spdjng i tukowo spdjng grupg topologiczng zas m: H —
G jest nakryciem jednospdjnym G, to H ma jedyng strukture grupy topologicznej
takq ze odwzorowanie nakrywajgce w jest homomorfizmem grup. Jadro w jest
izomorficzne z grupg podstawowq G.

Dowdd: Niech m : GxG — G oznacza mnozenie w G. P X P jest jednospojne
za$ m X 7 jest odwzorowaniem nakrywajacym z P X P w G X G. Mnozenie m w
P istnieje i jest jednoznaczne na mocy Lematu 0.3 jako podniesienie odwzoro-
wania f = mo (r x 7). Lacznos¢ m réowniez wynika z Lematu 0.3. Mianowicie,
m(x, m(y, z)) i m(m(x,y), z) daja dwa podniesinia tego samego odwzorowania
m(x,m(y,z)) o (r X m x m), wiec z jednoznacznosci podnoszenia sa réwne. Po-
dobnie pokazujemy istnienie elementu odwrotnego. (Il

Lemat 0.7 Nakrycie jednospdjne H spdjnej grupy Liego G jest grupg Liego.

Dowdd. Na mocy poprzedniego lematu H ma naturalng strukture grupy topo-
logicznej. Na mocy Lematu 0.5 H ma strukture rozmaitosci i operacje grupowe
sa gtadkie. ]

Lemat 0.8 (twierdzenie Frobeniusa) Niech M bedzie rozmaitoscig gltadka zas
A rodzing gtadkich pél wektorowych na M takq zZe A jest zamknieta na dodawa-
nie i mnozenie prze funkcje gladkie (czyli jest modutem nad C*°(M)), A jest
zamknieta na komutator pol wektorowych (czyli jest algebrqg Liego). Dla v € M
niech A, oznacza podprzetrzen T M, rozpinang przez wartosci pol z A w punk-
cie x. Zakltadamy zZe wymiar A, nie zalezy od x. Ustalmy y € M. Istnieje
doktadnie jedna podrozmaitosé N C M taka zZe N jest spojna, y € N, dla x € N
mamy TN, = A, i M jest maksymalna miedzy rozmaito$ciami spetniajgcymi
trzy poprzednie warunks.

Lemat 0.9 Niech G bedzie grupg Liego z algebrqg Liego g i niech h bedzie po-
dalgebrg Liego g. Wtedy istnieje jednoznaczna spdjna podgrupa Liego H ktorej
algebrg Liego jest h.

Dowdd: Niech B bedzie modutem nad C*°(G) rozpinanym przez h. Ze wzoru
(X, fY] = fIX, Y]+ (X )Y

wynika ze B jest zamkniete na komutator i dim(B,) = dim(h). Ponadto B, =
lin{X;(x)} jesli {X,} sa baza h. A wiec spelnione s3 zalozenia twierdzenia
Frobeniusa, czyli istnieje dokladnie jedna maksymalna spéjna podrozmaito$é
H taka ze e € H, TH, = B, dla x € H. Dla x € H rozwazmy teraz Hz.
Jako Ze pola z h sa prawostronnie niezmiennicze mamy 7T (Hz), = B, dla z €
Hzx. Ponadto x € Hx 1 Hx jest spojna. Jako prawe przesuniecie H Hz jest



maksymalna z tymi wlasno$ciami. Ale H ma tez te wlasnosci, czyli H C Hz.
teraz widzimy ze e € Hx, z maksymalnosci H mamy Hx C H, czyli Hx = H.
A wiec H jest zamkniete na mnozenie. Jako ze pola z h s styczne do H to
exp(h) C H. Ponadto exp jest dyfeomorfizmem na otoczenie jedynki w H.
Jako ze exp(—X) jest odwrotnoscia exp(X) oznacza to ze elementy pewnego
otoczenia U jedynki w H sa odwracalne. Teraz widaé ze

ot
k

jest otwarta podgrupa H i jako ze H jest spojne musi byé rowne H. Czyli H
jest podgrupa G. Aby pokazaé ze operacje grupowe w H sg ciggle zauwazmy
najpierw ze automorfizmy wewnetrzne H sa ciaglte w jedynce. Doktadniej, jesli
x jest ustalonym elementem H to definujemy

Ay (y) = zyx L.

Niech U bedzie otoczeniem e w H. Istnieje otoczenie zera V' C h takie ze
exp(V) C U. Dalej istnieje otoczenie zera W w g takie ze WNh C V i exp jest
dyfeomorfizmem W na otoczenie jedynki X w G. Jako ze operacje grupowe w G
sa clagle to A, jako odwzorowanie z G w G jest ciagle. A wiec istnieje otoczenie
Y zera w g takie ze exp (A (exp(Y)) C W. Niech Z =Y NV. Jako ze A,
przeksztalca podgrupy jednoparametrowe na podgrupy jednoparametrowe, to
Az (exp(h)) C exp(h), czyli A,(exp(Z)) C exp(h). Razem z wlasnosciami Y
daje to A;(exp(Z)) C exp(h) Nexp(W). Jako ze exp jest roznowartosciowe na
W mamy A, (exp(Z)) C exp(W Nh). Lecz WNnh CV, czyli

Ag(exp(Z)) Cexp(V) C U.

exp(Z) jest otoczeniem jedynki w H za$ U bylo dowolnym otoczeniem jedynki
w H, wiec A, jest ciagle w jedynce H. Podobnie, lecz tatwiej pokazujemy ze
mnozenie i branie elementu odwrotnego jest ciagte w jedynce H. Teraz niech
z,y € H beda dowolne. Z konstrukcji H struktura rézniczkowa i topologia H
jest niezmiennicza na prawe przesuniecia. Czyli dowolne otoczenie xy mozna
zapisa¢ w postaci Uzy gdzie U jest otoczeniem jedynki w H. Z pokazanej
ciaglosci w jedynce istnieja otoczenia jedynki V' i W w H takie ze VW C U.
Teraz piszemy
VWay = Va(z ' Wa)y

Z ciaglosci automorfizméw wewnetrzych w jedynce H istnieje otoczenie jedynki
X takie ze X C 27 'Wz. A wiec

VeXy C Va(z 'Wa)y = VWay C Uzy.

Czyli dla dowolnego otoczenia xy (ktore zapisaliSmy jako Uxy), znalezlismy
otoczenie Vx elementu z i otoczenie Xy elementu y takie ze

VaeXy C Uzy.

Ale to jest cigglos¢ mnozenia w xy. Podobnie pokazujemy ciggto$¢ odwrotnosci.
Skoro operacje grupowe w H sa ciagte to H jest podgrupa Liego. O



Lemat 0.10 Zaktadamy Ze grupa Liego G z algebrqg Liego g jest spojna i jed-
nospdjna. Jesli f jest homorfizmem algebr Liego z g w algebre Liego h grupy
Liego H to istnieje doktadnie jeden gtadki homomorfizm F z G w H taki ze
DF(2)|p=e = f.

Dowdd: Niech S =G x H. S jest grupa Liego z algebra Liego g & h. Niech

p={(z, f(x)):x cg}

Jako ze f jest homorfizmem algebr Liego to p jest podalgebra w g @ h. Na
mocy Lematu 0.9 istnieje podgrupa Liego P C S z algebra Liego p. Rozwazmy
rzutowanie m; z P na G. Pochodna m; w jedynce jest réznowartosciowa, wiec
my jest lokalnym dyfeomorfizmem. Jako ze mp jest homomorfizmem wynika stad
ze obraz m; jest otwarty. Jako ze G jest spOjna wynika stad ze m; jest na.
Jako 7ze m jest lokalnym dyfeomorfizmem to jado m; jest dyskretne. Wynika
stad ze m; jest nakryciem. Jako ze G jest jednospdjna, identycznos¢ na G
mozna podnies¢ do ciagltego odwzorowania z G w P, czyli 71 jest izomorfizmem
grup topologicznych, czyli m; ma gladka odwrotnos¢ m; ! Niech 7y oznacza
rzutowanie z P na H. Bierzemy

F=mgom L
Jest to gltadki homomorfizm grup Liego. Widaé ze Dny 1(y)|y:e spelia

D) (@)ly=e () = (@, f(x))
czyli DF(y)|y=e = f O

Zakladamy ze G i H sa podgrupami jednej grupy. Niech
(G, H) = grupa generowana przez xyz 'y ' dlaz € G,y € H
oznacza komutant grup G i H. Piszemy
G’ =@,
GH1 = (G*, GF).
Powiemy ze grupa G jest rozwiazalna jesli istnieje k takie ze G* = {e}.
Zakladamy ze g i h sa podalgebrami tej samej algebry Liego. Niech
[g, h] = podalgebra generowana przez [z,y], z € g, y € h

oznacza komutant algebr g i h. Piszemy

g’ =g,

g"t! =[g" g"].
Powiemy ze algebra g jest rozwigzalna jesli istnieje k takie ze gF = {0}.
Podobnie piszemy

Go =G,
Gri1 = (G, Gy).



Powiemy ze grupa G jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze Gy, = {e}. Piszemy
tez
g0 =28,
8k+1 = (8, 8kl

Powiemy ze algebra g jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze g = {0}.

Przyklad: grupa Heisenberga z pierwszego wykltadu jest nilpotentna, grupa
"ax + b" jest rozwigzalna.

Dodatek: Dowdd twierdzenia Frobeniusa.

Dowdd: Najpierw indukcyjnie wzgledem wymiaru A, pokazujemy istnienie
rozmaitosci spelniajacej y € N i TN, = A, dla x € N. Jest to wynik lokalny
wiec mozna pracowaé w jednej mapie czyli na R™. Jesli dim(A,) = 0 to mamy
N = {y}. Jedli dim(A) = k+ 1, £ > 0 to wybieramy pole X € A takie ze
X(y) # 0. Na mocy twierdzenia o prostowaniu pola wektorowego lokalnie w
otoczeniu y mozna przyjac ze X = J;. Odejmujac od pozostalych pél opo-
wiednig wielokrotno$¢ X mozna przyjac¢ ze A jest generowane przez X i pola
postaci

Bez utraty ogolnosci mozna wybraé¢ wspotrzedne i pola Y; tak by Y;(y) = 9,41
dlai=1,...,k. Niech

V=1n{0;:i=2,...,k+1}
Dla 2 € M rozwazmy odwzorowanie B, : R¥ — V zadane wzorem
By(ti, .. tr) = mv((t1Yn + .. 4 Ye) (2)).

{0; :i=2,...,k+1} jest baza V co pozwala utozsamia¢ V z R¥ Dla x = y przy
tym utozsamieniu odwzorowanie By, jest identycznoscig. A wiec w pewnym oto-
czeniu y odwzorowanie B, ma odwrotno$é B, '. Mnozac wektor (Ya, ..., Yii1)
przez B, ! otrzymany nowe pola wektorowe Z; nalezace do A takie ze w otocze-
niu y mamy

n
Zi(w) =i+ Y, 9;0;.
j=k+2
Komutator Z; z X = 0; ma postaé

n

(X, Z) = ) (019;)9;

j=k+2

Ale dla kazdego = pola X(z) i Z;(z) daja baze A,. Jako ze pierwsze k + 1
sktadowych [X, Z;](z) jest zerami oznacza to ze [X, Z;](x) = 0, czyli [X, Z;]
jest zerem w otoczeniu y. To z kolei oznacza ze pola Z; sa niezmiennicze na
przesuniecia wzgledem x;. Niech R bedzie podzbiorem otoczenia y jak wyzej
sktadajacym sie z punktéw z takich ze x1 = y;. Zauwazmy ze pola Z; sa styczne
do R, wiec mozna je traktowaé jako pola na R. Ponadto Z; generuja modul C'
nad C*°(R) taki ze dim(C,) = k. Z zalozenia indukcyjnego istnieje S C R takie
zey € SiTS, = C,. Bierzemy

N={z:(y1,22,...,2,) € R,z €U}



gdzie U jest wypuklym otoczeniem y takim ze [X, Z;] = 0. Jako ze dla x € U
pola Z; nie zaleza od pierwszej wspohrzednej, to Z;(x) € TN,. Ponadto X €
TN,. Widac tez ze X i Z; daja baze T N,. Ale z konstrukcji X i Z; daja baze
Ay, czyli TN, = A, co konczy dowdd istnienia podrozmaitosci N spetniajacej
y € NiTN, = A, dla x € N. Aby pokazaé¢ jednoznaczono$¢ zawazmy ze
mamy lokalng jednoznacznodé: jesli Ny i Ny sa jak wyzej to istnieje U C Ny,
U C Ny y € U takie ze U jest otwarte w N1 i No. Mianowicie, wybieramy pola
Xi,..., Xy takie ze {X;(y)} daje baze A,. Niech ¢(s,t1,...,tx+1) bedzie
rozwigzaniem réwnania

k+1

Ds(s,t1,.. . tn) = (ZtiXi)(qﬁ(s,tl, o t)

Na mocy warunku TN, = A, pole

k+1

D X,

jest styczne do N, czyli ¢(s,t1,...,tx+1) tam gdzie istnieje przyjmuje wartosci
w N. Niech
w(tla s atk"rl) = ¢(1at17 R atk"t‘l)'

1) istnieje i jest gladkie dla ¢ bliskich 0. Ponadto pochodna ¢ jest odwracalna,
wiec obraz pewnego otoczenia 0 przez v daje otoczenie y w N. Ale 1 zalezy
tylko od pdl z A a nie zalezy od tego jak otrzymaliSmy N, czyli mamy lokalna
jednoznaczno$é N.

Teraz niech N bedzie sumg spdjnych podrozmaitosci N, C M takich ze
Yy € Noi(TN,), = A, dla kazdego = € N,. Jako baze topologi na N bierzemy
sume baz z N,, tzn. podzbiér N jest otwarty jesli jego przekroj z kazdym N,
jest otwarty. Strukture rézniczkowsg wprowadzamy podobnie: bierzemy mapy z
N, z dowolnym «. Pokazna juz lokalna jednoznaczno$é¢ oznacza ze ten uktad
map jest zgodny, czyli daje strukture rézniczkowa. A wiec N jest podrozma-
itoscig M. Ponadto lokalna jednoznacznosé oznacza ze TN, = A, dla kazdego
z € N (bo w malym otoczeniu @ N pokrywa sie z N, takim ze z € N,, a dla
N, ten warunek jest spelniony). Jako suma zbioréw spojnych zawierajacych
wspoélny punkt y N jest spojne. O



