
De�nicja. Przestrzeni¡ jednorodn¡ dla G nazywamy przestrze« na której
G dziaªa tranzytywnie.

Lemat 0.1 Ka»da przestrze« jednorodna jest postaci G/Z gdzie Z jest podgrup¡
w G.

Je±li G jest grup¡ topologiczn¡ to na G/Z rozpatrujemy topologi¦ ilorazow¡.

Lemat 0.2 Je±li Z jest podgrup¡ domkni¦t¡ to G/Z jest Haussdorfa.

Lemat 0.3 Je±li G jest grup¡ Liego z algebr¡ Liego g za± Z jest domkni¦ta to
istnieje podprzestrze« V ⊂ g i otwarte U ⊂ V , 0 ∈ U takie »e odwzorowanie
φ(u, z) = exp(u)z jest dyfeomor�zmem U × Z z otwartym podzbiorem G.

Dowód: Najistotniejsze jest pokazanie ró»nowarto±ciowo±ci. Z jest podgrup¡
Liego z algebr¡ Liego z ⊂ g. Niech V bedzie podprzestrzeni¡ w g dopeªnicz¡
do z. Je±li

exp(v1)z1 = exp(v2)z2

to

exp(−v2) exp(v1) = z2z
−1
1

czyli

exp(−v2) exp(v1) ∈ Z.

Je±li W ⊂ Z jest otwarte i e ∈ W to Z −W jest domkni¦te, e /∈ Z −W , wi¦c
mo»na dobra¢ U tak by

exp(−U) exp(U) ∩ (Z −W ) = ∅.

Pochodna φ w (0, e) jest ró»nowarto±ciowa, wi¦c istniej¡ otwarte X ⊂ V , 0 ∈ X
i S ⊂ Z, e ∈ S takie »e φ jest dyfeomor�zmem X × S z otwartym podzbiorem
G.

Równo±¢

exp(−v2) exp(v1) ∈W

daªaby

exp(v1) ∈ exp(v2)W

co gdy U ⊂ X, W ⊂ S oznacza »e v1 = v2.
A wi¦c faktyczne, dla dostatecznie maªego U odwzorowanie φ jest ró»nowar-

to±ciowe, czyli φ ma odwrotno±¢.
W naszej konstrukcji φ jest dyfeomor�zmem na U ×S. Ale Z jest podgrup¡

i mamy

φ(u, z) = φ(u, zz−1
0 )z0

a wi¦c gªadko±¢ odwrotno±ci na obrazie U × S daje gªadko±¢ odwrotno±ci na
obrazie U × Z. �

Lemat 0.4 Je±li G jest grup¡ Liego za± Z jest domkni¦ta to na G/Z istnieje
dokªadnie jedna struktura ró»niczkowa taka »e dziaªanie G na G/Z jest gªadkie.
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Szkic dowodu: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego G. Niech V i U b¦d¡ jak w Lemacie
0.3.

Niech π oznacza odwzorowanie ilorazowe z G na G/Z. Oznaczmy przez
Lg : G→ G odwzorowanie zadane wzorem Lg(x) = gx.

Zmniejszaj¡c U je±li trzeba mo»emy zakªada¢ »e π ◦ Lg ◦ exp jest home-
omor�zmem z U na otoczenie [gZ] ∈ G/Z. Mianowicie, z Lematu 0.3 wynika
ró»nowarto±ciowo±¢. Nasze U zawiera zwarty podzbiór X taki »e 0 nale»y do
wn¦trza X, a na podzbiorze zwartym ci¡gªe odwzorowanie ró»nowarto±ciowe
jest homeomor�zmem.

Teraz bierzemy odwrotno±ci π ◦Lg ◦ exp jako mapy. Wida¢ »e jest to zgodny
ukªad map. Mianowicie, trzeba pokaza¢ »e je±li dwie mapy ηi, i = 1, 2 maj¡
dziedziny Ti, i = 1, 2 z niepustym T = T1 ∩ T2 to na η1(T ) funkcja η2 ◦ η−1

1

jest gªadka. Ale η−1
1 to π ◦ Lg ◦ exp zaw¦»one do odpowiedniego podzbioru,

wi¦c wystarczy pokaza¢ »e η2 ◦ π jest gªadkie. Ale η2 ◦ π mo»emy wylicza¢ przy
pomocy odwrotno±ci φ, co jest gªadkie.

Z konstrukcji dziaªanie G jest gªadkie. Wida¢ te» »e jest to jedyna mo»liwa
konstrukcja, bo je±li dziaªanie jest gªadkie to π ◦Lg ◦ exp ma ró»nowarto±ciow¡
pochodn¡ w zerze, wi¦c jest lokalnie odwracalne i odwrotno±¢ mo»na u»y¢ jako
map¦. �

Lemat 0.5 Je±li G jest grup¡ Liego z algebr¡ Liego g za± Z jest domkni¦t¡
podgrup¡ normaln¡ z algebr¡ Liego z, to G/Z jest grup¡ Liego z algebr¡ Liego
naturalnie izomor�czn¡ z g/z.

Lemat 0.6 Je±li G jest grup¡ za± N ⊂ G jest podgrup¡ normaln¡ to G/N jest
przemienna wtedy i tylko wtedy gdy (G,G) ⊂ N . Ponadto (G,G) jest dzielnikiem
normalnym w G.

Dowód: Z de�nicji (G,G) to podgrupa G generowana przez elementy postaci
xyx−1y−1 z x, y ∈ G. Ten zbiór jest niezmienniczy na automor�zmy we-
wn¦trzne, co oznacza »e (G,G) jest dzielnikiem normalnym. Je±li (G,G) ⊂ N
to w G/N zachodzi równo±¢ xyx−1y−1 = e co oznacza »e G/N jest przemienna.
Je±li G/N jest przemienna to w G/N mamy xyx−1y−1 = e, czyli dla x, y ∈ G
mamy xyx−1y−1 ∈ N , czyli (G,G) ⊂ N . �

Lemat 0.7 Grupa G jest rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ci¡g pod-
grup N0, . . . , Nk taki »e N0 = G, Nk = {e}, Ni+1 jest dzielnikiem normalnym
w Ni i iloraz Ni/Ni+1 jest przemienny.

Dowód: Ci¡g Gi z de�nicji grupy rozwi¡zalnej speªnia warunki wy»ej. Miano-
wicie, Gi+1 = (Gi, Gi) co na mocy Lematu 0.6 jest dzielnikiem normalnym w
Gi za± iloraz Gi/Gi+1 jest przemienny. A wi¦c, je±li grupa jest rozwi¡zalna to
ci¡g Ni jak wy»ej istnieje.

Aby pokaza¢ implikacj¦ w drug¡ stron¦ indukcyjnie poka»emy »e Gi ⊂ Ni.
Z de�nicji zachodzi to dla i = 0. Je±li Gi ⊂ Ni to G

i+1 = (Gi, Gi) ⊂ (Ni, Ni).
Ni/Ni+1 jest przemienna, wi¦c na mocy Lematu 0.6 (Ni, Ni) ⊂ Ni+1. Czyli
ª¡cznie Gi+1 ⊂ Ni+1.
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Teraz ju» wida¢ »e Gk ⊂ Nk = {e} czyli G jest rozwi¡zalna. �

Lemat 0.8 Grupa topologiczna G jest rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy ist-
nieje ci¡g podgrup domkni¦tych N0, . . . , Nk taki »e N0 = G, Nk = {e}, Ni+1

jest dzielnikiem normalnym w Ni i iloraz Ni/Ni+1 jest przemienny.

Dowód: Je±li taki ci¡g istnieje to G jest rozwi¡zalna na mocy Lematu 0.7. Niech
Ni b¦dzie ci¡giem podgrup z Lematu 0.7 i niech Mi b¦dzie domkni¦ciem w G
podgrupy Ni. Mi+1 jako domkni¦cie dzielnika normalnego w Ni jest dzielni-
kiem normalnym w Mi. Ponadto (Mi,Mi) jest domkni¦ciem (Ni, Ni), czyli
(Mi,Mi) ⊂Mi+1, czyli mocy Lematu 0.6 Mi/Mi+1 jest przemienna. �

Lemat 0.9 Je±li g jest algebr¡ Liego, n ⊂ g jest ideaªem to g/n jest prze-
mienna wtedy i tylko wtedy gdy [g,g] ⊂ n. Ponadto [g,g] jest ideaªem.

Dowód: [g, [g,g]] ⊂ [g,g], czyli [g,g] jest ideaªem. Je±li [g,g] ⊂ n to w g/n
mamy równo±¢ [x, y] = 0, czyli g/n jest przemienna. Je±li g/n jest przemienna
to w g/n mamy [x, y] = 0, czyli dla x, y ∈ g mamy [x, y] ∈ n, czyli [g,g] ⊂ n.
�

Lemat 0.10 Algebra Liego g jest rozwi¡zalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
ci¡g podalgebr ni, i = 0, . . . , k taki »e n0 = g, nk = {0}, ni+1 jest ideaªem w ni

i iloraz ni/ni+1 jest przemienny.

Dowód: Podobny do dowodu Lematu 0.7, ale u»ywaj¡c Lemat 0.9 zamiast Le-
matu 0.6 �

Lemat 0.11 Spójna grupa Liego G z algebr¡ Liego g jest rozwi¡zalna wtedy i
tylko wtedy gdy g jest rozwi¡zalna.

Dowód: Je±li g jest rozwi¡zalna, to zgodnie z zdaniem na li±cie jednospójna
grupa Liego G̃ z algebr¡ Liego g jest iterowanym produktem póªprostym pro-
stych. Taka grupa jest rozwi¡zalna, a wi¦c równie» G jako iloraz G̃ jest rozwi¡-
zalna.

Je±li G jest rozwi¡zalna to na mocy Lematu 0.8 istnieje ci¡g podgrup do-
mkni¦tych a wi¦c Liego Ni taki »e N0 = G, Nk = {e}, Ni+1 jest dzielnikiem
normalnym Ni i iloraz Ni/Ni+1 jest przemienny. Niech ni b¦dzie algebr¡ Liego
Ni. Wtedy n0 = g, nk = {0}. ni+1 jest ideaªem w ni bo Ni+1 jest dzielnikiem
normalnym w Ni. ni/ni+1 jest przemienna na mocy Lematu 0.5, A wi¦c ni

speªniaj¡ warunki Lematu 0.10 czyli g jest rozwi¡zalna. �
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Lemat 0.12 (twierdzenie Liego) Je±li g jest algebr¡ Liego endomor�zmów nie-
trywialnej sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad ciaªem algebra-
icznie domkni¦tym charakterystyki 0, to mo»na wybra¢ baz¦ V tak »e elementy
g b¦d¡ przedstawione macierzami górnotrójk¡tnymi. W szczególno±ci istnieje
wspólny wektor wªasny dla wszystkich elementów g.

Dowód: Najpierw zauwa»my »e wystarczy pokaza¢ ostatni punkt, tzn. istnie-
nie wspólnego wektora wªasnego. Maj¡c taki wektor v rozwa»amy dziaªanie g
na V1 = V/(Rv). Indukcyjnie, istnieje baza w1, . . . wk przestrzenie V1 taka »e
dziaªanie g jest przez macierze górnotrójk¡tne. Niech v1, . . . , vk b¦d¡ takie »e
wi = vi + Rv. Jako baz¦ V bierzemy teraz v1, . . . , vk, v. Wida¢ »e w tej bazie
elementy g maj¡ posta¢ górnotrójk¡tn¡.

W wi¦c pozostaje pokaza¢ istnienie wspólnego wektora wªasnego. Robimy
to indukcyjnie wzgl¦dem wymiaru g. Je±li dim(g) = 1 to g jest przemienna,
generowana przez pojedynczy element i wektor wªasny istnieje na mocy zna-
nych wªasno±ci odwzorowa« i tego »e ciaªo jest algebraicznie domkni¦te. Je±li
dim(g) > 1 to w g istnieje ideaª h kowymiaru 1 i element x takie »e jako
przestrze« wektorowa g = Rx ⊕ h. Z zaªo»enia indukcyjnego elementy h maj¡
wspólny wektor wªasny u0, tzn. istnieje funkcjonaª liniowy λ na h taki »e dla
h ∈ h mamy hu0 = λ(h)u0.

Rozwa»my podprzestrze« U z baz¡ ui, i = 0, . . . , l gdzie

ui+1 = xui

za± l jest maksymalne takie »e ui s¡ liniowo niezale»ne. Rozwa»my te» podprze-
strzenie Uj = lin{ui : i < j}. Dla h ∈ h mamy

hui ∈ λ(h)ui + Ui.

Pokazujemy to indukcyjnie: dla i = 0 jest to fakt »e u0 jest wspólnym wektorem
wªasnym dla h. Je±li mamy zawieranie dla i to piszemy

hui+1 = hxui = xhui + [h, x]ui.

Z zaªo»enia indukcyjnego

xhui ∈ xλ(h)ui + xUi ⊂ λ(h)ui+1 + Ui+1.

Jako »e [h, x] ∈ h to z zaªo»enia indukcyjnego [h, x]ui ∈ Ui+1 co ko«czy induk-
cyjny dowód równo±ci wy»ej. Teraz zauwa»my »e zapisuj¡c dziaªanie h na U
w bazie ul, ul−1, . . . , u0 elementy h ∈ h maj¡ posta¢ górnotrójk¡tn¡ z λ(h) na
diagonali. A wi¦c

lλ(h) = Tr(h|U ).

Zauwa»my »e U jest niezmiennicze dla g. A wi¦c je±li h ∈ [g,g] ⊂ h to

λ(h) = Tr(h|U )/l = 0

(tu u»ywamy zaªo»enie »e charakterystyka ciaªa to 0).
Teraz indukcyjnie pokazujemy »e hui = 0 dla h ∈ [g,g]. Mianowicie,

hu0 = λ(h)u0 = 0,
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hui+1 = hxui = xhui + [h, x]ui = 0

gdzie w ostatniej równo±ci dwa razy u»ywamy zaªo»enie indukcyjne.
A wi¦c elementy [g,g] obci¦te do U daj¡ operatory zerowe, czyli elementy g

obci¦te do U komutuj¡. Dla komutuj¡cych operatorów w przestrzeni nad ciaªem
algebraicznie domkni¦tym istnienie wspólnego wektora wªasnego to standartowy
wynik, co ko«czy dowód. �
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