Definicja. Przestrzenia jednorodng dla G nazywamy przestrzen na ktorej
G dziala tranzytywnie.

Lemat 0.1 Kazda przestrzeni jednorodna jest postaci G/Z gdzie Z jest podgrupg
w G.

Jesli G jest grupa topologiczna to na G/Z rozpatrujemy topologie ilorazowa.
Lemat 0.2 Jesli Z jest podgrupg domknietq to G/Z jest Haussdorfa.

Lemat 0.3 Jesli G jest grupg Liego z algebrqg Liego g za$ Z jest domknieta to
istnieje podprzestrzen V. C g i otwarte U C V, 0 € U takie Ze odwzorowanie
o(u, z) = exp(u)z jest dyfeomorfizmem U x Z z otwartym podzbiorem G.

Dowdd: Najistotniejsze jest pokazanie réznowarto$ciowosci. Z jest podgrupa
Liego z algebra Liego z C g. Niech V bedzie podprzestrzenia w g dopelnicza
do z. Jesli

exp(v1)z1 = exp(v2)z2

to
exp(—vz) exp(v1) = 2’221_1

czyli
exp(—wv2) exp(vy) € Z.

Jesli W C Z jest otwarte i e € W to Z — W jest domkniete, e ¢ Z — W, wiec
mozna dobraé¢ U tak by

exp(=U)exp(U)N(Z — W) = 0.

Pochodna ¢ w (0, ) jest roznowartosciowa, wiec istnieja otwarte X C V, 0 € X
iS5 CZ,ec S takie ze ¢ jest dyfeomorfizmem X x S z otwartym podzbiorem
G.
Roéwnosé
exp(—vz) exp(v1) € W

databy
exp(v1) € exp(va)W

cogdy U C X, W C S oznacza ze v; = vs.

A wiec faktyczne, dla dostatecznie matego U odwzorowanie ¢ jest roznowar-
tosciowe, czyli ¢ ma odwrotnosé.

W naszej konstrukeji ¢ jest dyfeomorfizmem na U x S. Ale Z jest podgrupa
i mamy

o(u, 2) = d(u, 2261)20

a wiec gladko$¢ odwrotnosci na obrazie U x S daje gtadko§é odwrotnosci na
obrazie U x Z. O

Lemat 0.4 Jesli G jest grupg Liego zas Z jest domknicta to na G/Z istnieje
doktadnie jedna struktura rézniczkowa taka ze dziatanie G na G/Z jest gtadkie.



Szkic dowodu: Niech g bedzie algebra Liego G. Niech V i U beda jak w Lemacie
0.3.

Niech 7 oznacza odwzorowanie ilorazowe z G na G/Z. Oznaczmy przez
L, : G — G odwzorowanie zadane wzorem Ly(x) = gz.

Zmniejszajac U jesli trzeba mozemy zaktadaé ze m o Ly o exp jest home-
omorfizmem z U na otoczenie [¢Z] € G/Z. Mianowicie, z Lematu 0.3 wynika
réoznowarto$ciowosé. Nasze U zawiera zwarty podzbiér X taki ze 0 nalezy do
wnetrza X, a na podzbiorze zwartym ciagle odwzorowanie réznowarto$ciowe
jest homeomorfizmem.

Teraz bierzemy odwrotno$ci mo Ly oexp jako mapy. Widaé ze jest to zgodny
uktad map. Mianowicie, trzeba pokazaé ze jesli dwie mapy 7;, ¢ = 1,2 maja
dziedziny T;, i = 1,2 z niepustym T = T} N T, to na 1, (T) funkcja 7, o ;"
jest gladka. Ale n; Lto o L4 o exp zawezone do odpowiedniego podzbioru,
wiec wystarczy pokazac ze 19 o jest gladkie. Ale 7y o m mozemy wyliczaé przy
pomocy odwrotnosci ¢, co jest gtadkie.

Z konstrukcji dziatanie G jest gtadkie. Widaé tez ze jest to jedyna mozliwa
konstrukcja, bo jesli dziatanie jest gtadkie to 7o Ly o exp ma réznowartosciows
pochodng w zerze, wiec jest lokalnie odwracalne i odwrotno§¢é mozna uzy¢ jako
mape. (I

Lemat 0.5 Jesli G jest grupg Liego z algebrq Liego g za$ Z jest domknietq
podgrupg normalng z algebrg Liego z, to G/Z jest grupa Liego z algebrg Liego
naturalnie izomorficzng z g/z.

Lemat 0.6 Jesli G jest grupg zas N C G jest podgrupg normalng to G/N jest
przemienna wtedy i tylko wtedy gdy (G,G) C N. Ponadto (G, Q) jest dzielnikiem
normalnym w G.

Dowdd: 7 definicji (G, G) to podgrupa G generowana przez elementy postaci
zyr~ly~! z 2,y € G. Ten zbioér jest niezmienniczy na automorfizmy we-
wnetrzne, co oznacza ze (G, G) jest dzielnikiem normalnym. Jesli (G,G) C N
to w G/N zachodzi réwnosé ryz~'y~! = e co oznacza ze G/N jest przemienna.
Jedli G/N jest przemienna to w G/N mamy zyz~—'y~' = e, czyli dla z,y € G
mamy ryz 'y~ € N, czyli (G,G) C N. O

Lemat 0.7 Grupa G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje cigg pod-
grup No, ..., Ny taki ze Ng = G, Ny = {e}, N;y1 jest dzielnikiem normalnym
w N; i iloraz N;/N;11 jest przemienny.

Dowdd: Ciag G* z definicji grupy rozwiazalnej spetnia warunki wyzej. Miano-
wicie, G**! = (G*, G) co na mocy Lematu 0.6 jest dzielnikiem normalnym w
G' za$ iloraz G*/G**! jest przemienny. A wiec, jedli grupa jest rozwigzalna to
ciag N; jak wyzej istnieje.

Aby pokazaé¢ implikacje w druga strone indukcyjnie pokazemy ze G* C N;.
Z definicji zachodzi to dla i = 0. Jesli G* C N; to Gt = (G*,G*) C (N;, N;).
N;/N;;1 jest przemienna, wiec na mocy Lematu 0.6 (N;, N;) C N;y1. Czyli
tacznie G C N; .



Teraz juz widaé ze G, C Ny = {e} czyli G jest rozwigzalna. O

Lemat 0.8 Grupa topologiczna G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy ist-
nieje cigg podgrup domknietych Ny, ..., Ny taki ze No = G, N = {e}, Niy1
jest dzielnikiem normalnym w N; i iloraz N;/N; 1 jest przemienny.

Dowdd: Jesli taki ciag istnieje to G jest rozwigzalna na mocy Lematu 0.7. Niech
N; bedzie ciggiem podgrup z Lematu 0.7 i niech M, bedzie domknieciem w G
podgrupy N;. M;;1 jako domkniecie dzielnika normalnego w N; jest dzielni-
kiem normalnym w M;. Ponadto (M;, M;) jest domknieciem (N;, N;), czyli
(M;, M;) C M;41, czyli mocy Lematu 0.6 M;/M;; jest przemienna. O

Lemat 0.9 Jesli g jest algebrq Liego, n C g jest ideatem to g/n jest prze-
mienna wtedy i tylko wtedy gdy [g, g] C n. Ponadto [g,g] jest ideatem.

Dowdd: [g,[g,g]] C [g,g], czyli [g,g] jest ideatem. Jedli [g,g] C n to w g/n
mamy réwnosé [z, y] = 0, czyli g/n jest przemienna. Jesli g/n jest przemienna
to w g/n mamy [z,y] = 0, czyli dla z,y € g mamy [z,y] € n, czyli [g,g] C n.
O

Lemat 0.10 Algebra Liego g jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
cigg podalgebr n;, i = 0,...,k taki ze ng = g, n; = {0}, n,; 1 jest ideatem w n;
i iloraz n;/n; 1 jest przemienny.

Dowdd: Podobny do dowodu Lematu 0.7, ale uzywajac Lemat 0.9 zamiast Le-
matu 0.6 O

Lemat 0.11 Spdjna grupa Liego G z algebrg Liego g jest rozwigzalna wtedy i
tylko wtedy gdy g jest rozwigzalna.

Dowdd: Jesli g jest rozwigzalna, to zgodnie z zdaniem na licie jednospdjna
grupa Liego Gz algebra Liego g jest iterowanym produktem polprostym pro-
stych. Taka grupa jest rozwiazalna, a wiec réwniez G jako iloraz G jest rozwia-
zalna.

Jesli G jest rozwigzalna to na mocy Lematu 0.8 istnieje ciag podgrup do-
mknietych a wiec Liego N; taki ze Ng = G, Ny = {e}, N;;1 jest dzielnikiem
normalnym N; i iloraz N; /N, 1 jest przemienny. Niech n; bedzie algebra Liego
N;. Wtedy ng = g, ng = {0}. n;11 jest idealem w n; bo N;;1 jest dzielnikiem
normalnym w N;. n;/n;.; jest przemienna na mocy Lematu 0.5, A wiec n;
spelniaja warunki Lematu 0.10 czyli g jest rozwigzalna. O



Lemat 0.12 (twierdzenie Liego) Jesli g jest algebrq Liego endomorfizmdéw nie-
trywialnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad ciatem algebra-
icznie domknietym charakterystyki 0, to mozna wybraé baze V' tak Ze elementy
g bedq przedstawione macierzami gornotrdjkatnymi. W szczegdolnosci istnieje
wspolny wektor wltasny dla wszystkich elementow g.

Dowdd: Najpierw zauwazmy ze wystarczy pokazaé ostatni punkt, tzn. istnie-
nie wspoélnego wektora wlasnego. Majac taki wektor v rozwazamy dzialanie g
na V3 = V/(Rw). Indukcyjnie, istnieje baza ws, ... wy przestrzenie V; taka ze
dzialanie g jest przez macierze gornotréjkatne. Niech vy, ..., v, beda takie ze
w; = v; + Ru. Jako baze V bierzemy teraz vi,..., v, v. Widaé ze w tej bazie
elementy g maja postaé¢ gérnotrojkatna.

W wiec pozostaje pokazac¢ istnienie wspélnego wektora wlasnego. Robimy
to indukcyjnie wzgledem wymiaru g. Jesli dim(g) = 1 to g jest przemienna,
generowana przez pojedynczy element i wektor wlasny istnieje na mocy zna-
nych wtasnosci odwzorowan i tego ze cialo jest algebraicznie domkniete. Jesli
dim(g) > 1 to w g istnieje ideal h kowymiaru 1 i element x takie ze jako
przestrzen wektorowa g = Rz @ h. Z zalozenia indukcyjnego elementy h maja
wspoélny wektor wlasny wug, tzn. istnieje funkcjonal liniowy A na h taki ze dla
h € h mamy hug = A(h)uo.

Rozwazmy podprzestrzen U z baza u;, : = 0,...,[ gdzie

Uj41 = TU;

za$ [ jest maksymalne takie ze u; s liniowo niezalezne. Rozwazmy tez podprze-
strzenie U; = lin{u; : 4 < j}. Dla h € h mamy

hu,- S )\(h)uz + U;.

Pokazujemy to indukcyjnie: dla i = 0 jest to fakt ze ug jest wspolnym wektorem
wlasnym dla h. Je$li mamy zawieranie dla i to piszemy

huiy1 = hzu; = zhu; + [h, z]u;.
7 zaltozenia indukcyjnego
Jako ze [h,z] € h to z zalozenia indukcyjnego [h, z]u; € U;11 co konczy induk-
cyjny dowdd réwnosci wyzej. Teraz zauwazmy ze zapisujac dzialanie h na U
w bazie uj,u;_1,...,ug elementy h € h maja posta¢ gornotrojkatna z A(h) na
diagonali. A wiec

IA(R) = Te(hlo).

Zauwazmy ze U jest niezmiennicze dla g. A wiec jesli h € [g,g] C h to

A(h) = Tr(hlo)/l =0

(tu uzywamy zalozenie ze charakterystyka ciata to 0).
Teraz indukcyjnie pokazujemy ze hu; = 0 dla h € [g, g]. Mianowicie,

huo = )\(h)uo = 0,



huiy1 = hzu; = zhu; + [h, z]u; =0

gdzie w ostatniej rownosci dwa razy uzywamy zalozenie indukcyjne.

A wiec elementy [g, g] obciete do U daja operatory zerowe, czyli elementy g
obciete do U komutuja. Dla komutujacych operatoréw w przestrzeni nad ciatlem
algebraicznie domknietym istnienie wspoélnego wektora wlasnego to standartowy
wynik, co koniczy dowdd. O



