Lemat 0.1 (twierdzenie Engela) Jesli g jest algebrq Liego nilpotentnych endo-
morfizmow nietrywialnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V, to
istnieje niezerowy v € V taki Ze dla kazdego x € g mamy xv = 0.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na wymiar g. Niech m bedzie maksymalna podal-
gebra w g taka ze m # g. Zauwazmy ze jesli x jest nilpotentnym endomorfizmem
to ad, jest nilpotentny:

ad,(y) = vy —yr = (L — Ry)(y)

gdzie L,(y) = zy i R.(y) = yz. L, i R, komutuja, wiec

adl = (L~ R = (") Ly (=R,

=0

Jegli 2 = 01 n = 2k to co najminiej jedno z i i n — i jest wieksze lub réwne
k. Jeslii >k to (—R,)" = 0, je§lin —i > k to L"* = 0. Czyli kazdy czton
sumy wyzej jest zerem i ad] = 0. Rozwazmy teraz dzialanie m na g/m. Jak
pokazaliémy m dziala przez endomorfizmy nilpotentne, wiec istnieje x € g taki
ze [y,z] € m dla y € m. Niech h bedzie podprzestrzenia g rozpinana przez x
i m. h jest podalgebra, wiec z maksymalnosci m mamy h = g. Czyli m jest
idealem kowymiaru 1 z elementem dopeticzym z.

Niech W bedzie podprzestrzenig V sktadajaca sie takich v € V ze dla kaz-
dego y € m mamy

yv = 0.

Na mocy zalozenia indukcyjnego W jest nietrywialna. Jesli v € W to zv € W.
Mianowicie
yrv = zyv + [y,zJv =0

bo yv =01 [y, z] € m czyli rowniez [y, z]v = 0. Jako ze x jest endomorfizmem
nilpotentnym, to istnieje v € W, v # 0, taki ze xv = 0. O

Lemat 0.2 Jesli g jest algebrg Liego nilpotentnych endomorfizméw nietrywial-
nej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V', to mozna wybraé baze V
tak zZe w tej bazie elementy g majg postaé gornotrojkgtng z zerami na diagonali.

Dowdd: Indukcja uzywajac Lemat 0.1. O

Lemat 0.3 Skoviczenie wymiarowa algebra Liego g nad ciatem jest nilpotentna
wtedy i tyko wtedy gdy dla kazdego x € g endomorfizm ad, jest nilpotentny.

Dowdd. 7 definicji algebra jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze
[z1,[z2, ..., Tk11]] =0
dla dowolnych z1,...,zr+1 € g. Oznacza to ze

ady,adg, ...ady, =0



czyli w szczego6lnosci ad’; = 0 dla dowolnego = € g. Innymi stowy ad, jest
nilpotentny.

Niech h oznacza obraz g przez ad. Jesli ad, jest nilpotetny dla dowolnego
z € g to h sklada sie z endomorfizméw nilpotentnych, a wiec na mocy Lematu
0.2 elementy h mozna zapisa¢ w postaci gérnotrojkatnej z zerami na diagonali.
Taka algebra jest nilpotentna. h jest izomorficzna z ilorazem g przez centrum,
a wiec roéwniez g jest nilpotentna. (I

0.1 Rozklad spektralny endomorfizmu i algebry nilpotent-
nej

Niech V bedzie skorniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem, za$
AV — V bedzie odwzorowaniem liniowym. Definiujemy

VA:{U€V2E|k(A7)\I)kU:0}

Uwaga: Powyzej mozna by napisa¢ (A — XI)4™(V)y = 0. Mamy tez (A —
A)dm(VA)y = 0.

Lemat 0.4 Jesli V i A sq jak wyzej to V) jest zachowywana przez A. Jesli
ciato jest algebraicznie domknete to

V =3,V

Lemat 0.5 Jesli V i A sq jak wyzej, B : V — V jest odwzorowaniem liniowym
takim ze ada(B)! = 0 dla pewnego | > 0 to B zachowuje V).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na [. Je§li [ = 1 to oznacza ze A i B komutuja,
czyli
(A= X)*Bv=B(A—-\)fv=0

dla v € V) i k = dim(Vy), czyli B zachowuje V).
W kroku indukcyjnym zakltadamy ze wynik jest prawdziwy dla [ i rozpatru-
jemy B takie ze ad4(B)!*! = 0. Mamy wz6r

k—1
[(A=XDF, Bl = (A= A7~ A~ AL B|(A - AT
J=0

Zauwazmy ze C = [A — M\, B] = [A, B] = ad4(B), czyli
ad4(C) = ada(B)'* = 0.
A wiec z zatozenia indukcyjnego C'Vy C V), czyli dla v € V), mamy

[A— M, B)(A = AI)v € Vy.

Teraz niech k = 2dim(Vy) + 1. Wtedy we wzorze wyzej albo j > dim(Vy) albo
kE—j—1>dim(Vy). Jesli j > dim(Vy) to

(A= \)v=0.



Jesli k — 7 — 1 > dim(V)) to
(A= AD)*=97YA — NI, B(A — A\I)v = 0.
To oznacza ze wszystkie czlony sumy dajacej [(A — AI)¥, Blv sa zerami, czyli
(A= X\D)¥, Bjv=0

czyli
(A= XD)*Bv=B(A-A)"v+[(A—AD)* Blu=0

dla v € V), co oznacza ze B zachowuje V). O

Teraz uogolniamy definicje wyzej. Niech N bedzie podprzestrzenia prze-
strzeni endomorfizméw skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad
ciatem za$ \ bedzie funkcjonatem liniowym na N. Defininujemy

Va={v €V :VaenTn(A - X\(A)*v = 0}.

Uwaga: Jak dla pojedynczego endomorfizmu mozna braé¢ k = dim(V), czy tez
k = dim(V)).

Jesli V), jest nietrywialne to méwimy ze A jest funkcjonalem pierwiastkowym
dla N (czasami wygodnie jest dopusci¢ przypadek trywialny i traktowa¢ dowolny
funkcjonatl liniowy jako funkcjonal pierwiastkowy).

Lemat 0.6 Niech N bedzie nilpotentng algebrq Liego endomorfizmdw skoricze-
nie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad ciatem algebraicznie domknietym
charakterystyki 0. Wtedy

V =@V

Ponadto mozna wybraé bazy w V) tak by elementy A € N miaty postaé gorno-
trdjkatng z AN(A) na diagonami.

Dowdd: Rozpatrzmy najpierw przypadek gdy N zawiera element A z co
namniej dwoma r6éznymi warto$ciami wlasnymi. A wiec

V=,V

gdzie 1 przebiega wartosci wtasne A. Jako ze N jest nilpotentna, to dla kazdego
B € N mamy ad4(B)! = 0, a wiec na mocy Lematu 0.5 elementy N zachowuja
rozktad wyzej. Czyli redukujemy problem do przypadku gdy wszystkie elementy
A € N maja dokladnie jedna wartos¢ wlasng A(A) (wartosé wlasna istnieje, bo
cialo jest algebraicznie domkniete). Wtedy

Tr(A) = dim(V)A(A).

Zakladamy ze cialo jest charakterystyki 0, czyli oznacza to ze A(A) jest funk-
cjonatem liniowym na N. Ponadto wtedy A — A(A) ma jedna warto$¢ wlasna
réwng 0 i

V="V.
N jako algebra nilpotentna jest rozwigzalna, a wiec na mocy twierdzenia Liego

mozna wybra¢ baze w V) tak by elementy N mialy postaé¢ gornotrdjkatna.
Oczywiscie w takiej bazie A € N ma A(A) na diagonali. O



