
Lemat 0.1 (twierdzenie Engela) Je±li g jest algebr¡ Liego nilpotentnych endo-
mor�zmów nietrywialnej sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V , to
istnieje niezerowy v ∈ V taki »e dla ka»dego x ∈ g mamy xv = 0.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na wymiar g. Niech m b¦dzie maksymaln¡ podal-
gebr¡ w g tak¡ »em 6= g. Zauwa»my »e jesli x jest nilpotentnym endomor�zmem
to adx jest nilpotentny:

adx(y) = xy − yx = (Lx −Rx)(y)

gdzie Lx(y) = xy i Rx(y) = yx. Lx i Rx komutuj¡, wi¦c

adnx = (Lx −Rx)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
Ln−ix (−Rx)i.

Je±li xk = 0 i n = 2k to co najminiej jedno z i i n − i jest wi¦ksze lub równe
k. Je±li i ≥ k to (−Rx)i = 0, je±li n − i ≥ k to Ln−ix = 0. Czyli ka»dy czªon
sumy wy»ej jest zerem i adnx = 0. Rozwa»my teraz dziaªanie m na g/m. Jak
pokazali±my m dziaªa przez endomor�zmy nilpotentne, wi¦c istnieje x ∈ g taki
»e [y, x] ∈ m dla y ∈ m. Niech h b¦dzie podprzestrzeni¡ g rozpinan¡ przez x
i m. h jest podalgebr¡, wi¦c z maksymalno±ci m mamy h = g. Czyli m jest
ideaªem kowymiaru 1 z elementem dopeªniczym x.

Niech W b¦dzie podprzestrzeni¡ V skªadaj¡c¡ si¦ takich v ∈ V »e dla ka»-
dego y ∈m mamy

yv = 0.

Na mocy zaªo»enia indukcyjnego W jest nietrywialna. Je±li v ∈ W to xv ∈ W .
Mianowicie

yxv = xyv + [y, x]v = 0

bo yv = 0 i [y, x] ∈ m czyli równie» [y, x]v = 0. Jako »e x jest endomor�zmem
nilpotentnym, to istnieje v ∈W , v 6= 0, taki »e xv = 0. �

Lemat 0.2 Je±li g jest algebr¡ Liego nilpotentnych endomor�zmów nietrywial-
nej sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V , to mo»na wybra¢ baz¦ V
tak »e w tej bazie elementy g maj¡ posta¢ górnotrójk¡tn¡ z zerami na diagonali.

Dowód: Indukcja u»ywaj¡c Lemat 0.1. �

Lemat 0.3 Sko«czenie wymiarowa algebra Liego g nad ciaªem jest nilpotentna
wtedy i tyko wtedy gdy dla ka»dego x ∈ g endomor�zm adx jest nilpotentny.

Dowód. Z de�nicji algebra jest nilpotentna je±li istnieje k takie »e

[x1, [x2, . . . , xk+1]] = 0

dla dowolnych x1, . . . , xk+1 ∈ g. Oznacza to »e

adx1
adx2

. . . adxk = 0
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czyli w szczególno±ci adkx = 0 dla dowolnego x ∈ g. Innymi sªowy adx jest
nilpotentny.

Niech h oznacza obraz g przez ad. Je±li adx jest nilpotetny dla dowolnego
x ∈ g to h skªada si¦ z endomor�zmów nilpotentnych, a wi¦c na mocy Lematu
0.2 elementy h mo»na zapisa¢ w postaci górnotrójk¡tnej z zerami na diagonali.
Taka algebra jest nilpotentna. h jest izomor�czna z ilorazem g przez centrum,
a wi¦c równie» g jest nilpotentna. �

0.1 Rozkªad spektralny endomor�zmu i algebry nilpotent-

nej

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem, za±
A : V → V b¦dzie odwzorowaniem liniowym. De�niujemy

Vλ = {v ∈ V : ∃k(A− λI)kv = 0}

Uwaga: Powy»ej mo»na by napisa¢ (A − λI)dim(V )v = 0. Mamy te» (A −
λI)dim(Vλ)v = 0.

Lemat 0.4 Je±li V i A s¡ jak wy»ej to Vλ jest zachowywana przez A. Je±li
ciaªo jest algebraicznie domkn¦te to

V = ⊕λVλ

Lemat 0.5 Je±li V i A s¡ jak wy»ej, B : V → V jest odwzorowaniem liniowym
takim »e adA(B)l = 0 dla pewnego l > 0 to B zachowuje Vλ.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na l. Je±li l = 1 to oznacza »e A i B komutuj¡,
czyli

(A− λI)kBv = B(A− λI)kv = 0

dla v ∈ Vλ i k = dim(Vλ), czyli B zachowuje Vλ.
W kroku indukcyjnym zakªadamy »e wynik jest prawdziwy dla l i rozpatru-

jemy B takie »e adA(B)l+1 = 0. Mamy wzór

[(A− λI)k, B] =

k−1∑
j=0

(A− λI)k−j−1[A− λI,B](A− λI)j

Zauwa»my »e C = [A− λI,B] = [A,B] = adA(B), czyli

adA(C)
l = adA(B)l+1 = 0.

A wi¦c z zaªo»enia indukcyjnego CVλ ⊂ Vλ, czyli dla v ∈ Vλ mamy

[A− λI,B](A− λI)jv ∈ Vλ.

Teraz niech k = 2dim(Vλ) + 1. Wtedy we wzorze wy»ej albo j ≥ dim(Vλ) albo
k − j − 1 ≥ dim(Vλ). Je±li j ≥ dim(Vλ) to

(A− λI)jv = 0.
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Je±li k − j − 1 ≥ dim(Vλ) to

(A− λI)k−j−1[A− λI,B](A− λI)jv = 0.

To oznacza »e wszystkie czªony sumy daj¡cej [(A− λI)k, B]v s¡ zerami, czyli

[(A− λI)k, B]v = 0

czyli
(A− λI)kBv = B(A− λI)kv + [(A− λI)k, B]v = 0

dla v ∈ Vλ, co oznacza »e B zachowuje Vλ. �

Teraz uogólniamy de�nicj¦ wy»ej. Niech N b¦dzie podprzestrzeni¡ prze-
strzeni endomor�zmów sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad
ciaªem za± λ b¦dzie funkcjonaªem liniowym na N . De�ninujemy

Vλ = {v ∈ V : ∀A∈N∃k(A− λ(A))kv = 0}.

Uwaga: Jak dla pojedynczego endomor�zmu mo»na bra¢ k = dim(V ), czy te»
k = dim(Vλ).

Je±li Vλ jest nietrywialne to mówimy »e λ jest funkcjonaªem pierwiastkowym
dlaN (czasami wygodnie jest dopu±ci¢ przypadek trywialny i traktowa¢ dowolny
funkcjonaª liniowy jako funkcjonaª pierwiastkowy).

Lemat 0.6 Niech N b¦dzie nilpotentn¡ algebr¡ Liego endomor�zmów sko«cze-
nie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym
charakterystyki 0. Wtedy

V = ⊕λVλ.
Ponadto mo»na wybra¢ bazy w Vλ tak by elementy A ∈ N miaªy posta¢ górno-
trójk¡tn¡ z λ(A) na diagonami.

Dowód: Rozpatrzmy najpierw przypadek gdy N zawiera element A z co
namniej dwoma ró»nymi warto±ciami wªasnymi. A wi¦c

V = ⊕ηVη

gdzie η przebiega warto±ci wªasne A. Jako »e N jest nilpotentna, to dla ka»dego
B ∈ N mamy adA(B)l = 0, a wi¦c na mocy Lematu 0.5 elementy N zachowuj¡
rozkªad wy»ej. Czyli redukujemy problem do przypadku gdy wszystkie elementy
A ∈ N maj¡ dokªadnie jedn¡ warto±¢ wªasn¡ λ(A) (warto±¢ wªasna istnieje, bo
ciaªo jest algebraicznie domkni¦te). Wtedy

Tr(A) = dim(V )λ(A).

Zakªadamy »e ciaªo jest charakterystyki 0, czyli oznacza to »e λ(A) jest funk-
cjonaªem liniowym na N . Ponadto wtedy A − λ(A) ma jedn¡ warto±¢ wªasn¡
równ¡ 0 i

V = Vλ.

N jako algebra nilpotentna jest rozwi¡zalna, a wi¦c na mocy twierdzenia Liego
mo»na wybra¢ baz¦ w Vλ tak by elementy N miaªy posta¢ górnotrójk¡tn¡.
Oczywi±cie w takiej bazie A ∈ N ma λ(A) na diagonali. �
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