
1 Konstrukcje uniwersalne

1.1 Moduªy Liego

Je±li A jest algebr¡ Liego nad pier±cieniem R za± M jest moduªem nad R to
mówimy »e M jest moduªem Liego je±li zadane jest dziaªanie A na M które jest
dwuliniowe i speªnia

xyv − yxv = [x, y]v

dla dowolnych x, y ∈ A i v ∈ M . W literaturze u»ywa si¦ te» termin reprezen-
tacja algebry A.

W naturalny sposób de�niujemy homomor�zmy, sum¦ prost¡, produkt i ilo-
raz moduªów Liego.

De�nicja. Powiemy »e moduª Liego M nad A jest wolnym moduªem Liego
generowanym przez zbiór G ⊂ M je±li dowolne odwzorowanie z G w moduª
Liego N nad A jednoznacznie przedªu»a si¦ do homomor�zmu z M w N .

Z de�nicji wolnego moduªu Liego wynika »e jest on zde�niowany jednoznacz-
nie z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Mianowicie, gdyM1 iM2 s¡ dwoma ró»nymi
wolnymi moduªami Liego generowanym przez zbiór G, to odwzorowanie inden-
tyczno±ciowe naG przedªu»a si¦ do homomor�zmu η :M1 →M2 i λ :M2 →M1.
Na mocy jednoznaczo±ci przedªu»enia kompozycja η ◦ λ która jest homomor�-
zmem z M2 w M2 b¦d¡cym identyczno±ci¡ na G jest identyczno±ci¡ M2. Po-
dobnie λ ◦ η jest identyczno±ci¡ M1. Czyli η i λ s¡ izomor�zmami.

Lemat 1.1 Wolny moduª Liego istnieje.

Dowód: Rozpatrujemy zbiór S klas izomor�zmu moduªów Liego N nad A mocy
ograniczonej przez moc A do pot¦gi moc G z dodatkowym odwzorowaniem z G
w N . Niech

M̃ = ⊗N∈SN

z prodktowym odwzorowaniem z G w M̃ . Jako M bierzemy podmoduª Liego w
M̃ generowany przez obraz G. Twierdzimy »e M jest wolnym moduªem Liego
generowanym przez G. Mianowicie, je±li V jest moduªem Liego nad A z odwzo-
rowaniem z G w V to rozpatrujemy podmoduª Ṽ generowamy przez G. Ṽ ma
moc ograniczon¡ przez moc A do pot¦gi moc G, a wi¦c jest izor�czny z pewnym
N ∈ S. Rzutowanie z M na skªadow¡ daje wi¦c odwzorowanie z M̃ w V . Jako
»e M̃ jest generowany przez G to odwzorowanie jest wyznaczone jednoznacznie
przez warto±ci na G. �

1.2 Iloczyn tensorowy

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym, za± M i N b¦d¡ R-moduªami. Po-
wiemy »e moduª V jest iloczynem tensorowym moduªów M i N (co oznaczamy
pisz¡c V = M ⊗ N) je±li zadana jest operacja dwuliniowa oznaczana przez ⊗
z M ×N w V maj¡ca nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li η jest operacj¡ dwuliniow¡ z
M ×N w pewien R-moduª W to istnieje dokªadnie jedna operacja liniowa φ z
V w W taka »e

η(m,n) = φ(m⊗ n).
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Zauwa»my najpierw »e z de�nicji wy»ej wynika »e je±li produkt tensorowy ist-
nieje to jest wyznaczony jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Miano-
wicie, je±li V1 z ⊗1 oraz V2 z ⊗2 s¡ dwoma ró»nymi produktami tensorowymi to
na mocy wªasno±ci de�nicyjnej istniej¡ jednyne odwzorowania liniowe φ1 i φ2
takie »e

m⊗2 n = φ1(m⊗1 n)

i

m⊗1 n = φ2(m⊗2 n)

Wtedy

m⊗1 n = φ2(φ1(m⊗1 n)).

Lecz na mocy de�nicji istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie liniowe maj¡ce
wªasno±¢ wy»ej czyli φ2φ1 to identyczno±¢. Podobnie φ1φ2 to identyczno±¢,
czyli V1 jest izomor�czne z V2.

Lemat 1.2 Iloczyn tensorowy istnieje.

Dowód: Podobnie do konstrukcji wolnego moduªu Liego mo»emy zbudo-
wa¢ produkt klas izomor�zmu moduªów S ograniczonej mocy z odwzorowaniem
dwuliniowym zM ×N w S i wzi¡±¢ podmoduª generowany przez obraz produk-
towego odwzorowania dwuliniowego. �atwo sprawdzi¢ »e speªnia on wªasno±¢
produktu tensorowego. �

Uwaga: Nieco konkretniejsza konstrukcjaM⊗N u»ywa moduª wolny T nad
R generowany przez formalne produktym⊗n gdziem ∈M , n ∈ N . Nast¦pnie T
dzielimy przez podmoduª reprezentuj¡cy relacje zachod¡ce w iloczynie tensoro-
wym, tzn. (rm)⊗n−r(m⊗n),m⊗(rn)−r(m⊗n), (m1+m2)⊗n−m1⊗n−m2⊗n,
m⊗ (n1 + n2)−m⊗ n1 −m⊗ n2.

Lemat 1.3 Je±li M,N,K s¡ R-moduªami to M⊗N jest izomor�czne z N⊗M ,
(M⊗N)⊗K jest izomor�czne zM⊗(N⊗K). Je±liM =M1⊕M2 i N = N1⊕N2

to M ⊗N jest izomor�czne z (M1 ⊗N)⊕ (M2 ⊗N) i M ⊗N jest izomor�czne
z (M ⊗N1)⊕ (M ⊗N2).

Dowód. Wynika to u»ywaj¡c wªasno±¢ de�nicyjn¡. �

Lemat 1.4 Je±li M = ⊕αMα to M⊗N jest izomor�czny z ⊕α(Mα⊗N). Je±li
N = ⊕αNα to M ⊗N jest izomor�czny z ⊕α(M ⊗Nα).

Lemat 1.5 M ⊗ R jest izomor�czne z M . Podobnie R ⊗M jest izomor�czne
z M .

Podobnie jak poprzednio s¡ to ªatwe wnioski z wªasno±ci de�nicyjnej.

Lemat 1.6 Je±li M jest moduªem wolnym z baz¡ {eα} za± N jest moduªem
wolnym z baz¡ {fβ} to M ⊗N jest moduªem wolnym z baz¡ {eα ⊗ fβ}
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Dowód: jest to bezpo±redni wniosek z poprzednich lematów. �

Wniosek: Je±li R to ciaªo to dim(M ⊗N) = dim(M) dim(N).
Przykªad: Je±li R = Z, za± p i q to wzgl¦dnie pierwsze liczby caªkowite

dodatnie to R/(pR) ⊗ R/(qR) to moduª zerowy. Mianowicie skoro p i q s¡
wzgl¦dnie pierwsze to istniej¡ liczby caªkowite a i b takie »e 1 = ap+ bq. Teraz
dla u⊗ v ∈ R/(pR)⊗R/(qR) mamy

u⊗ v = (ap+ bq)(u⊗ v) = ap(u⊗ v) + bq(u⊗ v)

= a(pu⊗ v) + b(u⊗ qv).

Lecz pu = 0 w R/(pR) i qv = 0 w R/(qR) czyli powy»szy element to 0. Jako
»e elementy postaci u⊗ v generuj¡ R/(pR)⊗R/(qR) to produkt tensorowy jest
zerowy.

Lemat 1.7 Je±li dla i = 1, 2 Mi, Ni s¡ R-moduªami, za± φi : Mi → Ni s¡
homomor�zmami to istnieje dokªadnie jeden homomor�zm φ : (M1 ⊗M2) →
(N1 ⊗N2) taki »e

φ(m1 ⊗m2) = φ1(m1)⊗ φ2(m2)

Dowód: φ1(m1) ⊗ φ2(m2) jest odwzorowaniem dwuliniowym z M1 ×M2 w
N1 ⊗ N2 a wi¦c φ istnieje i jest jednoznaczne z wªasno±ci de�nicyjnej iloczynu
tensorowego M1 ⊗M2. �

W dalszym ci¡gu odwzorowanie φ wy»ej b¦dziemy oznacza¢ przez φ1 ⊗ φ2.

1.3 Algebra tensorowa

Niech M b¦dzie R-moduªem. Oznaczmy przez

M⊗k =M ⊗M ⊗ · · · ⊗M

k-krotny produkt tensorowy M z sob¡. Mówimy wtedy o pot¦dze tensorowej.
Przyjmujemy »e M⊗0 = R.

Niech

T (M) = ⊕k=0∞M⊗k

Z de�nicji T (M) jest R moduªem. Na T (M) mo»emy wprowadzi¢ mno»enie
de�niuj¡c mno»enie z M⊗k ×M⊗l w M⊗k+l wzorem

(m1 ⊗ . . .mk) · (n1 ⊗ . . . nl) = m1 ⊗ . . .mk ⊗ n1 ⊗ . . . nl.

To mno»enie rozszerzamy dwuliniowo do mno»enia na T (M). �atwo sprawdzi¢
»e to mno»enie jest ª¡czne. A wi¦c T (M) jest pier±cieniem (zwykle nieprzemien-
nym) i algebr¡ ª¡czn¡ nad R.

Lemat 1.8 Dowolny homomor�zm h moduªów z M w algebr¦ ª¡czn¡ S nad R
jednoznacznie rozszerza si¦ do homomor�zmu h̃ algebr z T (M) w S.
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Dowód: Bierzemy
h̃(m1 ⊗ . . .mk) = h(m1) . . . h(mk)

Na k krotnym producieM jest to odwzorowanie k liniowe, wi¦c ma jednoznaczne
przeduªu»enie na M⊗k, co przez liniowo±¢ daje h̃ na caªym T (M). Wida¢ »e
jest to jedyna mo»liwa de�nicja, co daje jednoznaczno±¢ h̃. Z de�nicji jest to
homomor�zm R-moduªów. �atwo sprawdzi¢ »e iloczym tensorów prostych prze-
chodzi na iloczyn, co oznacza »e h̃ jest homomor�zmem pier±cieni. �

1.4 Uniwersalna algebra obwiednia

Niech A b¦dzie algebr¡ Liego. Powiemy »e algebra ª¡czna U(A) z odwzorowa-
niem ι : A → U(A) które jest homomor�zmem R-moduªów jest uniwersaln¡
algebr¡ obwiedni¡ dla A je±li dla dowolnego homomor�zmu h z A w algebr¦
ª¡czn¡ S traktowan¡ jako algebra Liego z komutatorem jako nawiasem Liego
istnieje homomor�zm algebr ª¡cznych h̃ z U(A) w S taki »e h = h̃ ◦ i. Jak
poprzednio, bezpo±rednio z de�nicji wynika »e U(A) o ile istnieje to jest wyzna-
czone jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.

Lemat 1.9 Uniwersalna algebra obwiednia U(A) istnieje.

Dowód: Dziaªa ogólna konstrukcja przez podobiekt produktu. �

Uwaga: Mamy U(A) = T (A)/I gdzie I to ideaª w T (A) generowany przez
elementy postaci x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y]. To daje nieco bardziej konkretn¡ kon-
strukcj¦ U(A).

Lemat 1.10 Mamy naturaln¡ 1-1 odpowiednio±¢ mi¦dzy moduªami Liego nad
A i moduªami nad U(A). Przy tym wolnym moduªom Liego nad A odpowiadaj¡
moduªy wolne nad U(A).

Uwaga: powy»szy lemat oznacza »e opisanie struktury wolnych moduªów
Liego jest równowa»ne opisaniu struktury U(A).

Lemat 1.11 Je±li A jest moduªem wolnym nad R z liniowo uporz¡dkowan¡ baz¡
E, za± G jest zbiorem to istnieje moduª Liego M generowany przez G który jest
moduªem wolnym nad R z baz¡

e1e2 . . . ekg

gdzie e1, e2, . . . ek przebiega wszystkie ci¡gi sko«czone elementów E takie »e e1 ≤
e2 ≤ · · · ≤ ek za± g przebiega elementy G.

Dowód: W ramach sformuªowania lematu podali±my baz¦ M , co jednoznacz-
nie wyznacza struktur¦ M jako moduªu nad R (w tym miejscu traktujemy
e1e2 . . . ekg jako symbole, ale dalej dziaªanie zde�niujemy tak »e b¦dzie to efekt
dziaªania na g). Trzeba jeszcze zada¢ dziaªanie A na M (i sprawdzi¢ »e M fak-
tycznie jest moduªem Liego). Dziaªanie wystarczy zde�niowa¢ na elementach
bazy A i M . Dla elementów bazy M wielko±¢ k nazywamy rz¦dem elementu.
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De�nicj¦ robimy indukcyjnie z wzgl¦du na rz¡d k. Przy tym dodatkowo po-
ka»emy »e dla e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ ek i dowolnej permutacji α zbioru {1, . . . , k}
mamy

eα(1)eα(2) . . . eα(k)g = e1e2 . . . ekg

modulo elementy rz¦du mniejszego ni» k.
Dla k = 0 nie mamy wyboru, po prostu bierzemy

eg.

Zakªadaj¡c »e jest zde�niowane dziaªanie A na elementach bazy M a» do k− 1
chcemy zde�niniowa¢

h · e1e2 . . . ekg.

Je±li h ≤ e1 to bierzemy
he1e2 . . . ekg

(jest to element bazowy). W przeciwnym razie, bierzemy

[h, e1]e2 . . . ekg + e1 · (h · e2 . . . ekg).

Pierwszy skªadnik to mno»enie elementu z mniejszym rz¦dem przez element A,
co ju» byªo zde�niowane. Podobnie, produkt z nawiasach w drugim skªadniku
ma mniejszy rz¡d, wi¦c ten produkt jest dobrze zde�niowany, przy tym jest to

el1 . . . elkg

gdzie el1 , . . . , elk jest uporz¡dkowan¡ permutacj¡ h, e2, . . . , ek plus czªony ni»-
szego rz¦du. A wi¦c e1 ≤ el1 , czyli produkt z e1 sprowadza si¦ do ju» zde�nio-
wanych przypadków.

Zauwa»my teraz »e nasza de�nicja ma wªasno±¢ podan¡ wy»ej: produkt
e1 . . . ekg daje nam produkt uporz¡dkowanch elementów bazy plus czªony ni»-
szego rz¦du.

Jako »e dziaªanie de�niowali±my na bazach to jest ono automatycznie dwu-
liniowe. A wi¦c pozostaje sprawdzi¢ zachowanie komutatora. Rozwa»my ele-
menty f i h z bazy A oraz element

w = e1e2 . . . ekg

z bazy M . Bez utraty ogólno±ci mo»emy zakªada¢ »e f < h (przypadek f = h
jest trywialny, za± f > h sprowadza si¦ do powy»szego).

Musimy rozpatrze¢ dwa przypadki: f ≤ e1 (lub k = 0) i e1 < f . Piszemy
w = e1w1 gdzie w1 jest zde�niniowane przez t¡ równo±¢. Je±li f ≤ e1 to fw jest
elementem bazy. Podobnie gdy w = g (to znaczy k = 0). Czyli

hfw = f(hw) + [h, f ]w.

A wi¦c
fhw − hfw = fhw − fhw − [h, f ]w = [f, h]w

co daje to»samo±¢ dla komutatora w tym przypadku.
W przeciwnym przypadku rozpatrujemy

[f, h]e1w1 = [[f, h], e1]w1 + e1[f, h]w1
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gdzie równo±¢ wynika z zaªo»enia indukcyjnego. Zauwa»my »e mamy równo±ci

[e1, f ]hw1 = e1fhw1 − fe1hw1,

[e1, h]fw1 = e1hfw1 − he1fw1.

Mianowicie, z wªasno±ci dziaªania hw1 to suma elementu rz¦du k gdzie piewszy
czynnik jest wi¦kszy lub równy e1 i elementów ni»szego rz¦du. Dla elementów
ni»szego rz¦du równo±¢ mamy z zaªo»enia indukcyjnego. Dla czªonu rz¦du k
pierwszy czynnik wi¦kszy lub równy e1 oznacza »e jeste±my w ju» udowodnionym
przypadku. Podobnie pokazujemy drug¡ równo±¢.

Na mocy to»samo±ci Jakobiego

[[f, h], e1] = −[e1, [f, h]] = −[[e1, f ], h]− [f, [e1, h]]

= [h, [e1, f ]]− [f, [e1, h]].

A wi¦c z zaªo»enia inducyjnego

[[f, h], e1]w1 = [h, [e1, f ]]w1 − [f, [e1, h]]w1

= h[e1, f ]w1 − [e1, f ]hw1 − f [e1, h]w1 + [e1, h]fw1.

Czªony [e1, f ]w1 i [e1, h]w1 rozpisujemy z zaªo»enia indukcyjnego, pozostaªe dwa
z wcze±niej uzasadnionych równo±ci otrzymuj¡c

[[f, h], e1]w1

= he1fw1−hfe1w1− e1fhw1+fe1hw1−fe1hw1+fhe1w1+ e1hfw1−he1fw1

= fhe1w1 − hfe1w1 − e1fhw1 + e1hfw1

Razem
[f, h]e1w1 = [[f, h], e1]w1 + e1[f, h]w1

= fhe1w1 − hfe1w1 − e1fhw1 + e1hfw1 + e1fhw1 − e1hfw1

= ghe1w1 − hge1w1

gdzie rozpisali±my [f, h]w1 z zaªo»enia indukcyjnego. A wi¦c równie» w obecnym
przypadku otrzymali±my równo±¢ dla komutatora

[f, h]w = fhw − hfw.

�

Lemat 1.12 Moduª M z poprzedniego lematu jest wolnym moduªem Liego.

Dowód: Zauwa»my najpierw »e elementy postaci

e1e2 . . . ekg

z e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ ek, ei ∈ E generuj¡ wolny moduª Liego W . Mianowicie,
jest oczywiste »e dowolne (nieuporz¡dkowane) podukty jak wy»ej generuj¡ W .
Ale oznaczaj¡c przez Wk podmoduª nad R generowany przez produkty dªugo±ci
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mniejszej lub równej k wida¢ »eWk−1 ⊂Wk i »e moduloWk−1 mo»emy zmienia¢
kolejno±¢ czynnków. Czyli równie» uporz¡dkowane produkty generuj¡Wk. Jako
»e W jest sum¡ Wk daje wynik o generowaniu.

Rozwa»ny teraz odwzorowanie z wolnego moduªu Liego w moduª M które
jest to»samo±ci¡ na G. Generatory W podane wy»ej przechodz¡ na elementy
linowo niezale»ne w M . A wi¦c generatory wy»ej musz¡ by¢ liniowo niezale»ne
w W , czyli s¡ baz¡ i W jest moduªem wolnym nad R. Ale to oznacza »e homo-
mor�zm z W w M przeprowadza baz¦ na baz¦, czyli jest izomor�zmem. A wi¦c
M jest wolnym moduªem Liego. �

Lemat 1.13 (twierdzenie Poincarego-Birkho�a-Witta) Niech A b¦dzie algebr¡
Liego która jest moduªem wolnym nad R z liniowo uporz¡dkowan¡ baz¡ E.
Wtedy U(A) jest moduªem wolnym nad R, wªo»enie ι z A w U(A) jest ró»-
nowarto±ciowe i elementy

e1e2 . . . ek

stanowi¡ baz¦ U(A). Powy»ej ei ∈ i(E), e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ ek za± na ι(E)
rozpatrujemy porz¡dek przetransportowany przez ι z E.

Dowód: Wolny moduª Liego M nad A z jednym generatorem jest naturalnie
izomor�czny z moduªem wolnym nad U(A) z jednym generatorem który z kolei
jest izomor�czny z U(A). Przy tym element

e1e2 . . . ekg ∈M

odpowiada
ι(e1)ι(e2) . . . ι(ek) ∈ U(A).

A wi¦c skoro mamy izomor�zm to produkty ι(e1) . . . ι(ek) s¡ baz¡ U(A). W
szczególno±ci ι jest ró»nowarto±ciowe. �
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