1 Konstrukcje uniwersalne 2

Niech R bedzie pier§cieniem przemiennym za$§ M bedzie R-modulem. Powiemy
ze algebra S(M) nad R ktora jest taczna i przemienna z odwzorowaniem R-
liniowym ¢ : M — S(M) jest algebra symetryczna M wtedy i tylko wtedy gdy
kazde odwzorowanie R-liniowe f z M w algebre T nad R ktora jest laczna i
przemienna jednoznacznie przedtuza si¢ do homomorfizmu h z S(M) w T, tzn.
istnieje doktadnie jedno h takie ze f = ho..

Lemat 1.1 Algebra symetryczna istnieje i jest wyznaczona jednoznacznie z do-
ktadnoscig do izomorfizmu.

Dowdd: Mozna wziasé T'(M) /I gdzie I jest ideatem w T' (M) generowanym przez
{zy —yx : z,y € M}. Jednoznacznosé z doktadnoscia do izomorfizmu to stan-
dartowy argument. (|

Lemat 1.2 Niech M bedzie modutem wolnym nad R z bazg {X, : « € I}.
Witedy S(M) jest izomorficzne z pierscieniem wielomiandw od X, .

Dowdd: Odwzorowanie R-liniowe na M jest jednoznacznie wyznaczone przez
warto$ci na bazie. Wynika stad ze pier§cien wielomianéw ma wlasnos§é uniwer-
salna S(M), czyli jest izomorficzny z S(M). O

Teraz niech M bedzie algebra Liego nad R. W algebrze obwiedniej U (M)
niech Uy oznacza podmodutl generowany przez produkty elementéw M dtugosci
muniejszej lub réwnej k. Niech Vj, oznacza Uy /Ug—; (iloraz jako R-modut).

Lemat 1.3 Przy zalozZeniach jok wyzej
U, U, C Uk+l~

Ponadto mnozenie w U(M) daje dobrze zdefiniowane odwzorowanie z Vi, x V; w
Viti- To daje mnozenie na
V=&ZoVk

Jesli M jest modutem wolnym to V' z tym mnozZeniem jest izomorficzne z S(M).

Dowdd: Zawieranie UpU; C Ujy; jest oczywiste. Wynika stad ze produkt ele-
mentow Vi, 1V, w U(M) jest zdefiniowany jednoznacznie z doktadnoscia do ele-
mentu Up_1U; + UpU;—1 C Ug4i—1, czyli jest jednoznaczny jako element V..
Jesli M jest modutem wolnym, to baza U(M) jest taka sama jak w przypadku
przemiennym za$ iloczym elementéw Uy i U; rézni sie od przypadku przemien-
nego tylko o elementy nizszego rzedu. Czyli iloczyn elementéw Vj i V; nie zalezy
od nawiasu Liego i jest taki sam jak w przypadku przemiennym. Ale w przy-
padku przemiennym wynik jest oczywisty. O



Lemat 1.4 Istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr A : U(L) — U(L) ®
U(L) taki ze dla x € L mamy

Al(z)) =(z) @14+ 1® (z).
Jesli R jest ciatem charakterystyki O to
{yeUL):Aly) =y@1+10y}=uL)

Dowdd: Pierwsza czesc¢ jest jasna. By pokaza¢ druga zauwazmy ze wtedy L jest
modutem wolnym. Najpierw rozpatrzymy przypadek przemienny. Wtedy U(L)
jest izomorficzne z pierscieniem wielomianéw R(X), U(L) ® U(L) odpowiada
R(X,Y), zas odwzorowanie A odpowada podstawieniu

A(p(X)) = p(X +7).

Czyli réwnosé
Alz)=z®1+1Qx

oznacza
p(X +Y) =p(X) +p(Y).

Jesli p jest wielomianem jednorodnym stopnia n to podstawiajac ¥ = X mamy
2"p(X) = p(2X) = p(X + X) = p(X) + p(X) = 2p(X)

czyli 2 = 2" co w charakterystyce 0 jest mozliwe tylko wtedy gdy n =1 czyli p
jest liniowy, czyli odpowiedni element U (M) jest obrazem elementu M.

W ogélnym przypadku patrzymy na cze$¢ najwyzszego rzedu n w x jako
element pierscienia V' z poprzedniego lematu. Do niego stosuje sie czeS¢ prze-
mienna, co oznacza ze n = 1, czyli € R® M. Latwo zauwazy¢ ze cze$¢ z R
nie spelnia naszego warunku, wiec x € M, co koriczy dowod. O

1.1 Szeregi Liego

W tej czesci zaktadamy ze R jest cialem charakterystyki 0. Rozpatrzny najpierw
wolng algebre Liego generowang przez zbiér X, tzn. algebre Liego F' nad R z
odwzorowaniem ¢ : X — F taka ze kazde odwzorowanie f z X w algebre Liego A
nad R jednoznacznie przedtuza sie do homomorfizmu z F' w A. Doktadniej, przy
danym f istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr Liego h z F' w A taki ze
f = hou. Istnienie h moza dowodzi¢ na wiele sposobdw, w szczegolnosci dziata
standartowa konstrukcja przez podobiekt (podalgebre) odpowiedniego duzego
produktu.

Lemat 1.5 Niech M bedzie modutem wolnym nad R z bazg X i niech F bedzie
wolng algebrqg Liego generowang przez X. Wtedy uniwersalna algebra obwied-
nia U(F) jest naturalnie izomorficzna z algebrq tensorowq T(M), za$ F jest
izomorficzna z podalgebrq Liego w T(M) generowang przez obraz X.



Dowdd. Niech S bedzie algebra taczna nad R. Z wlasnosci modulu wol-
nego odwzorowanie f z X w S jednoznacznie przedluza sie do odwzorowania
R-liniowego z M w S. 7 wlasnosci algebry tensorowej T'(M) istnieje doktad-
nie jeden homomorfizm h z T(M) w S przedtuzajacy f. Niech F’ oznacza
podalgebra Liego w T'(M) generowang, przez X. Pokazane wyzej istnienie i jed-
noznaczno$¢ h oznacza ze T(M) jest uniwersalng algebra obwiednig dla F’. A
wiec majac dane odwzorowanie f z X w A otrzymamy doktadnie jeden homo-
morfizm h z T(M) w U(A) taki ze taf = hoix gdzie 14 oznacza wlozenie z A
w U(A) za$ tx oznacza wlozenie X w T'(M). Zakladamy ze R jest cialem, wiec
algebra Liego A nad R automatycznie jest modutem wolnym, czyli t4 jest roz-
nowarto$ciowa. A wiec ograniczajac h do F’ otrzymamy homomorfizm algebr
Liego z F/ w A. Oczywiscie ten homomorfizm jest jedyny bo X generuje F’. A
wiec F’ ma wtasno$é uniwersalng algebry wolnej, czyli F’ jest izomorficzne z F.
O

Przypominijmy sobie ze
T(M) = @2 M,

Czyli kazdy element T'(M) jest skoficzong suma elementow z M ®* dla réznych
k. Intuicyjnie gdy M jest modutem wolnym generowanym przez X, to T(M)
to algebra nieprzemiennych wielomianéw z zmiennych X. Chcemy teraz przejsé
do formalnych szeregéw potegowych. Intuicyjnie sa to nieskoriczone sumy ele-
mentéw z M®* dla rosnacych k. Doktadniej,

T(M) = ﬁ M®F
k=0

czyli T(M ) to produkt, czyli elementy to ciagi ktorych k-ta skladowa nalezy do
M®*. Dodawanie w T(M) jest po sktadowych. Mnozenie elementow z Mk
i M® jak dla T(M) daje nam element M®*+)  Dla danego n istnieje tylko
skoniczenie wiele liczb naturalnych ki [ takich ze k41 = n, a wiec dowolng skta-
dowa produktu w T(M ) mozna wyliczy¢ przy pomocy skonczonej ilosci operacji,
czyli mnozenie w T'(M) jest dobrze zdefiniowane.

Na T(M ) mozna rozpatrywaé topologie, manowicie na M®* bierzemy topo-
logie dysktetna, zas na T'(M) topologie produktowa. W tej topologi ciag t,, jest
zbiezny do granicy ¢t wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego k istnieje ! takie ze
dla kazdego n > [ réznica t,, — t ma zerowe sktadowe w M®™ dlam =0,..., k.

Bedziemy potrzebowali kompozycje zwyktych formalnych szeregdéw potego-
wych z elementami T(M) ktorych czton staly (tzn. sktadowa w R) jest zerem.
Rzad ord(z) elementu z € T(M) definiujemy jako maksymalne k takie ze skia-
dowe x w M®™ dla m = 0,...,k sa réwne zero. Jesli z = 0 to przyjmujemy
ze rzad x jest nieskoriczony. Zauwazmy ze ciag elementow {¢,} jest zbiezny w
T(M) do t wtedy i tylko wtedy gdy liminf ord(t, — t) = oc.

Lemat 1.6 ord(zy) = ord(x) + ord(y). ord(z +y) > max(ord(z),ord(y)) 2
réwnodciq jesli ord(x) # ord(y). Jesli x, € T(M), liminford(x,) = oo to

szereq
oo
>_n
n=0



jest zbiezny w T(M) Jesli ord(z) > 0, a,, € R, to szereg

>
n=0
jest zbiezny w T(M).

Dowdd. Rownosé ord(zy) = ord(x) + ord(y) wynika wprost z definicji mno-
zenia w T(M). Podobnie nieréwnosé (i przypadek réownosci) ord(z + y) >
max(ord(z), ord(y)) wynika wprost z definicji dodawania w T'(M). Zauwazmy
ze jesli ord(z,,) > k dlan > I, to odpowiednie x,, maja zerows sktadowa w M®*k.
A wiec suma pierwszych [ sktadnikéw szeregu wyznacza nam jednoznacznie k-t
sktadowa sumy calego szeregu. Widac¢ tez ze sumy czeSciowe zbiegaja do tak
wyznaczonej sumy szeregu. Jako ze ord(a,a™) > nord(z), to ostatni szereg jest
zbiezny. O

Zwykte formalne szeregi potegowe jednej zmiennej mozna traktowaé jako
przypadek szczegblny konstrukeji wyzej odpowiadajacy jednoelementowemu zbio-
rowi X. A wiec mamy zdefiniowane ord dla zwyklych szeregow formalnych.
Podato ostatni punkt lematu wyzej oznacza ze jest dobrze zdefiniowana kom-
pozycja zwyklego szeregu potegowego z szeregiem potegowym majacym wyraz
wolny réwny zero. Mozemy tez rozpatrywaé zwykle szeregi potegowe jednej
zmiennej r z wyrazem wolnym réwnym zero jako pélgrupe wzgledem sktadania
szeregdw. Wtedy szereg jednowyrazowy x jest jedynka.

Lemat 1.7 Niech t bedzie zwyktym formalnym szeregiem potegowym. t ma od-
wrotno$é wzgledem kompozycji szeregow z ord(y) > 0 wtedy i tylko wtedy gdy
ord(t) = 1.

Dowdd. By znalezé lewa lub prawa odwrotno$¢ musimy rekursywnie rozwiazac
odpowiedni uktad réwnan. Dla lewej odwrotnosci chcemy by

oo
E apt" = x.
n=1

Zauwazmy ze
o0
ord(z ant™) > 2
n=2

za$ ord(z) = 1, czyli réwnos¢ wyzej jest mozliwa tylko gdy ord(t) = 1. Podobnie
prawa odwrotno$¢ moze istnie¢ tylko gdy ord(t) = 1.
Dalej bedziemy zaktada¢ ze ord(t) = 1. Gdy znane sa aq,...ax takie ze

k
ord( (Z ant"> —z)>k+1
n=1

to zauwazmy ze ord(t*+1) = k41, a wiec w iloczynie aj1t*! mozemy uzyskaé
dowolng warto§¢ wspotczynnika przy zFt!, za§ wspolczynniki przy nizszych



potegach x sa zerami. Pozwala to dobra¢ ay; tak by wyzerowaé wspoétczynnik
przy zF+1 w kompozycji, tzn. uzyskaé¢ nieréwnosé

k+1
ord( (Zan >—x ) > k+2.

A wiec faktycznie mozna rekursywnie wyznaczy¢ wszystkie a, tak by szereg
oo anz™ byl lewa odwrotno$cia wzgledem zlozenia dla t. Podobnie mozna
wyznaczy¢ prawa odwrotnosé. Skoro istnieje lewa i prawa odwrotnosé to sg one
roéwne i szereg jest odwracalny. O

Zauwazmy ze dla zwyklych formalnych szeregdéw potegowych mozemy zdefi-
niowaé rézniczkowanie, rézniczkujac wyraz po wyrazie. Rézniczkowanie spetnia
regute Leibnitza, zachodzi tez wzoér na pochodng ztozenia. Ponadto szereg jest
staly (jedyny niezerowy wyraz to wyraz wolny) wtedy i tylko wtedy gdy jego
pochodna jest zerem.

Dalej potrzebne nam beda szeregi log(1 + z) i exp(x) zdefiniowane jako

o0 q;"
explr) = Y-
n=0
0 n 1y
log(1 + z) Z
n=1
Mamy
0 exp(x) = exp(z),
- - n— = n, .n 1
Oplog(l+z) =Y ()" 2"t =) (-1)"a" = o
n=1 n=0

Teraz rozpatrujemy dziatanie zwyktych szeregéw potegowych na T(M ) przez
sktadanie. Zauwazmy ze jest to dzialanie poélgrupy, tzn. kompozycja szeregdéw
dziata przez kompozycje dziatan.

Lemat 1.8 Odwzorowanie t — exp(t) odwzorowuje réznowartosciowo szeregi z
wyrazem wolnym réwnym zero na szeregi z wyrazem wolnym réwnym 1. Podob-
nie t — log(t) odwzorowuje réznowartosciowo szeregi z wyrazem wolnym réwnym
1 na szeregi z wyrazem wolnym réwnym zero. Dla szeregu t z wyrazem wolnym
réwnym 0 mamy exp(log(l +t)) =1+t i log(exp(t)) = t.

Dowdd. Zauwazmy najpierw ze wystarczy to pokazaé¢ dla zwyklych formalnych
szeregoéw potegowych jednej zmiennej. Mianowicie, wzory daja nam odwrot-
nosé, zas przy dziataniu na T(M ) kompozycja przechodzi ma kompozycje, wiec
dostaniemy wzory na odwrotno$¢ w T(M ), co implikuje odpowiednia réznowar-
tosciowos¢ i to ze odworowanie jest na.

Dla zwyklych szeregéw zauwazmy ze ord(exp(z) — 1) = 1 czyli kompozycja
z exp(z) — 1 jest odwracalna co implikuje ze Ze exp jest roznowartosciowe i na
szeregi z wyrazem wolnym 1. Liczac pochodne mamy

0y log(exp(z)) = ziig; =1




czyli
log(exp(z)) =z +¢
Ale tatwo zauwazy¢ ze wyraz wolny log(exp(z)) to zero, czyli mamy réwnosé

log(exp(z)) = . Z odwracalnosci exp(z) — 1 wynika teraz réownos¢ exp(log(1 +
x))=1+z. O

Element ¢ € T(M) nazywamy szeregiem Liego jesli wszystkie wyrazy ¢ sa
elementami wolnej algebry Liego.
Zauwazmy ze T(M) ® T(M) mozna traktowac jako podzbior produktu

HM®k ® M®!
k,l

ktory jest izomorficzny z T(M @ M). A wiec definicja rzedu i pojecie elementu
jednorodnego maja sens dla elementéw T'(M) @ T(M). Zbiezno$é ma sens, ale
potencjalnie cigg Cauchy’ego moglby daé jako granice element T'(M & M) ktory
nie odpowiada elementowi T(M)® T(M). Jednakze nizej granice beda lezec¢ w
T(M)®T(M).

Jak poprzednio mozemy zdefinowaé¢ odwzorowanie A z T(M) w T(M) ®
T(M ) i ze zachodzi analog lematu 1.4. Mianowicie, w przypadku wolnej algebry
Liego A jest jednoznacznie wyznaczone przez wartosci na zbiorze generatoroéw
X. Wynika stad ze A przeprowadza elementy jednorodne w T (M) na elementy
jednorodne w T(M) ® T(M), co oznacza ze rowniez w T(M) odwzorowanie A
dziata sktadowa po sktadowej odwzorowujac elementy jednorodne na elementy
jednorodne tak samo jakby to byly elementy T'(M). A wiec kryterium z lematu
1.4 mozna uzy¢ dla kazdej sktadowej z osobna. Czyli mamy

Lemat 1.9 x jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy
Alz)=z@1+1Qz.
Lemat 1.10 z jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy
exp(A(x)) = exp(x) ® exp(x).
Dowdd: Mamy
exp(z®14+1®z) = (exp(z ® 1) - exp(l @ z)

= (exp(z) ®1) - (1 ® exp(x)) = exp(x) ® exp(z)

czyli
exp(z®1+1®x) = exp(x) ® exp(x).

A wiec jesli jest szeregiem Liego to
exp(A(z)) = exp(z® 1+ 1 ® x) = exp(x) ® exp(z)
czyli zachodzi podana réwnosé. Jesli zachodzi réwnosé

exp(A(z)) = exp(z) ® exp()



to
exp(A(z)) =exp(z®@1+1®x)

czyli
Alz)=z®1+1®

co oznacza ze x jest szeregiem Liego. (]

Lemat 1.11 Niech x ¢y bedg szeregami Liego i niech
z = log(exp(z) exp(y)).

Wtedy z jest szeregiem Liego.

Dowdd: 7 zaltozenia

exp(z) = exp(x) exp(y)

A(exp(z)) = A(exp(x) exp(y)).
Jako ze x i y sa szeregami Liego to
A(exp(x) exp(y)) = Alexp(x))Alexp(y)) = (exp(z) @exp(z))- (exp(y) ©exp(y))

= (exp() exp(y)) @ (exp(z) exp(y))
czyli
A(exp(z)) = exp(z) @ exp(2)

co oznacza ze z jest szeregiem Liego. (]



