
1 Konstrukcje uniwersalne 2

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym za± M b¦dzie R-moduªem. Powiemy
»e algebra S(M) nad R która jest ª¡czna i przemienna z odwzorowaniem R-
liniowym ι : M → S(M) jest algebr¡ symetryczn¡ M wtedy i tylko wtedy gdy
ka»de odwzorowanie R-liniowe f z M w algebr¦ T nad R która jest ª¡czna i
przemienna jednoznacznie przedªu»a si¦ do homomor�zmu h z S(M) w T , tzn.
istnieje dokªadnie jedno h takie »e f = h ◦ ι.

Lemat 1.1 Algebra symetryczna istnieje i jest wyznaczona jednoznacznie z do-

kªadno±ci¡ do izomor�zmu.

Dowód: Mo»na wzi¡±¢ T (M)/I gdzie I jest ideaªem w T (M) generowanym przez
{xy − yx : x, y ∈ M}. Jednoznaczno±¢ z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu to stan-
dartowy argument. �

Lemat 1.2 Niech M b¦dzie moduªem wolnym nad R z baz¡ {Xα : α ∈ I}.
Wtedy S(M) jest izomor�czne z pier±cieniem wielomianów od Xα.

Dowód: Odwzorowanie R-liniowe na M jest jednoznacznie wyznaczone przez
warto±ci na bazie. Wynika st¡d »e pier±cie« wielomianów ma wªasno±¢ uniwer-
saln¡ S(M), czyli jest izomor�czny z S(M). �

Teraz niech M b¦dzie algebr¡ Liego nad R. W algebrze obwiedniej U(M)
niech Uk oznacza podmoduª generowany przez produkty elementów M dªugo±ci
mniejszej lub równej k. Niech Vk oznacza Uk/Uk−1 (iloraz jako R-moduª).

Lemat 1.3 Przy zaªo»eniach jak wy»ej

UkUl ⊂ Uk+l.

Ponadto mno»enie w U(M) daje dobrze zde�niowane odwzorowanie z Vk×Vl w
Vk+l. To daje mno»enie na

V = ⊕∞k=0Vk.

Je±li M jest moduªem wolnym to V z tym mno»eniem jest izomor�czne z S(M).

Dowód: Zawieranie UkUl ⊂ Uk+l jest oczywiste. Wynika st¡d »e produkt ele-
mentów Vk i Vl w U(M) jest zde�niowany jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do ele-
mentu Uk−1Ul + UkUl−1 ⊂ Uk+l−1, czyli jest jednoznaczny jako element Vk+l.
Je±li M jest moduªem wolnym, to baza U(M) jest taka sama jak w przypadku
przemiennym za± iloczym elementów Uk i Ul ró»ni si¦ od przypadku przemien-
nego tylko o elementy ni»szego rz¦du. Czyli iloczyn elementów Vk i Vl nie zale»y
od nawiasu Liego i jest taki sam jak w przypadku przemiennym. Ale w przy-
padku przemiennym wynik jest oczywisty. �
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Lemat 1.4 Istnieje dokªadnie jeden homomor�zm algebr ∆ : U(L) → U(L) ⊗
U(L) taki »e dla x ∈ L mamy

∆(ι(x)) = ι(x)⊗ 1 + 1⊗ ι(x).

Je±li R jest ciaªem charakterystyki 0 to

{y ∈ U(L) : ∆(y) = y ⊗ 1 + 1⊗ y} = ι(L).

Dowód: Pierwsza cz¦±¢ jest jasna. By pokaza¢ drug¡ zauwa»my »e wtedy L jest
moduªem wolnym. Najpierw rozpatrzymy przypadek przemienny. Wtedy U(L)
jest izomor�czne z pier±cieniem wielomianów R(X), U(L) ⊗ U(L) odpowiada
R(X,Y ), za± odwzorowanie ∆ odpowada podstawieniu

∆(p(X)) = p(X + Y ).

Czyli równo±¢

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x

oznacza

p(X + Y ) = p(X) + p(Y ).

Je±li p jest wielomianem jednorodnym stopnia n to podstawiaj¡c Y = X mamy

2np(X) = p(2X) = p(X +X) = p(X) + p(X) = 2p(X)

czyli 2 = 2n co w charakterystyce 0 jest mo»liwe tylko wtedy gdy n = 1 czyli p
jest liniowy, czyli odpowiedni element U(M) jest obrazem elementu M .

W ogólnym przypadku patrzymy na cz¦±¢ najwy»szego rz¦du n w x jako
element pierscienia V z poprzedniego lematu. Do niego stosuje si¦ cz¦±¢ prze-
mienna, co oznacza »e n = 1, czyli x ∈ R ⊕M . �atwo zauwa»y¢ »e cz¦±¢ z R
nie speªnia naszego warunku, wi¦c x ∈M , co ko«czy dowód. �

1.1 Szeregi Liego

W tej cz¦±ci zakªadamy »e R jest ciaªem charakterystyki 0. Rozpatrzny najpierw
woln¡ algebr¦ Liego generowan¡ przez zbiór X, tzn. algebr¦ Liego F nad R z
odwzorowaniem ι : X → F tak¡ »e ka»de odwzorowanie f z X w algebr¦ Liego A
nad R jednoznacznie przedªu»a si¦ do homomor�zmu z F w A. Dokªadniej, przy
danym f istnieje dokªadnie jeden homomor�zm algebr Liego h z F w A taki »e
f = h ◦ ι. Istnienie h mo»a dowodzi¢ na wiele sposobów, w szczególno±ci dziaªa
standartowa konstrukcja przez podobiekt (podalgebr¦) odpowiedniego du»ego
produktu.

Lemat 1.5 Niech M b¦dzie moduªem wolnym nad R z baz¡ X i niech F b¦dzie

woln¡ algebr¡ Liego generowan¡ przez X. Wtedy uniwersalna algebra obwied-

nia U(F ) jest naturalnie izomor�czna z algebr¡ tensorow¡ T (M), za± F jest

izomor�czna z podalgebr¡ Liego w T (M) generowan¡ przez obraz X.
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Dowód. Niech S b¦dzie algebr¡ ª¡czn¡ nad R. Z wªasno±ci moduªu wol-
nego odwzorowanie f z X w S jednoznacznie przedªu»a si¦ do odwzorowania
R-liniowego z M w S. Z wªasno±ci algebry tensorowej T (M) istnieje dokªad-
nie jeden homomor�zm h z T (M) w S przedªu»aj¡cy f . Niech F ′ oznacza
podalgebr¡ Liego w T (M) generowan¡ przez X. Pokazane wy»ej istnienie i jed-
noznaczno±¢ h oznacza »e T (M) jest uniwersaln¡ algebr¡ obwiedni¡ dla F ′. A
wi¦c maj¡c dane odwzorowanie f z X w A otrzymamy dokªadnie jeden homo-
mor�zm h z T (M) w U(A) taki »e ιAf = h ◦ ιX gdzie ιA oznacza wªo»enie z A
w U(A) za± ιX oznacza wªo»enie X w T (M). Zakªadamy »e R jest ciaªem, wi¦c
algebra Liego A nad R automatycznie jest moduªem wolnym, czyli ιA jest ró»-
nowarto±ciowa. A wi¦c ograniczaj¡c h do F ′ otrzymamy homomor�zm algebr
Liego z F ′ w A. Oczywi±cie ten homomor�zm jest jedyny bo X generuje F ′. A
wi¦c F ′ ma wªasno±¢ uniwersaln¡ algebry wolnej, czyli F ′ jest izomor�czne z F .
�

Przypominijmy sobie »e

T (M) = ⊕∞k=0M
⊗k.

Czyli ka»dy element T (M) jest sko«czon¡ sum¡ elementów z M⊗k dla ró»nych
k. Intuicyjnie gdy M jest moduªem wolnym generowanym przez X, to T (M)
to algebra nieprzemiennych wielomianów z zmiennych X. Chcemy teraz przej±¢
do formalnych szeregów pot¦gowych. Intuicyjnie s¡ to niesko«czone sumy ele-
mentów z M⊗k dla rosn¡cych k. Dokªadniej,

T̃ (M) =

∞∏
k=0

M⊗k

czyli T̃ (M) to produkt, czyli elementy to ci¡gi których k-ta skªadowa nale»y do
M⊗k. Dodawanie w T̃ (M) jest po skªadowych. Mno»enie elementów z M⊗k

i M⊗l jak dla T (M) daje nam element M⊗(k+l). Dla danego n istnieje tylko
sko«czenie wiele liczb naturalnych k i l takich »e k+ l = n, a wi¦c dowoln¡ skªa-
dow¡ produktu w T̃ (M) mo»na wyliczy¢ przy pomocy sko«czonej ilo±ci operacji,
czyli mno»enie w T̃ (M) jest dobrze zde�niowane.

Na T̃ (M) mo»na rozpatrywa¢ topologi¦, manowicie na M⊗k bierzemy topo-
logi¦ dysktetn¡, za± na T̃ (M) topologi¦ produktów¡. W tej topologi ci¡g tn jest
zbie»ny do granicy t wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego k istnieje l takie »e
dla ka»dego n ≥ l ró»nica tn − t ma zerowe skªadowe w M⊗m dla m = 0, . . . , k.

B¦dziemy potrzebowali kompozycj¦ zwykªych formalnych szeregów pot¦go-
wych z elementami T̃ (M) których czªon staªy (tzn. skªadowa w R) jest zerem.
Rz¡d ord(x) elementu x ∈ T̃ (M) de�niujemy jako maksymalne k takie »e skªa-
dowe x w M⊗m dla m = 0, . . . , k s¡ równe zero. Je±li x = 0 to przyjmujemy
»e rz¡d x jest niesko«czony. Zauwa»my »e ci¡g elementów {tn} jest zbie»ny w
T̃ (M) do t wtedy i tylko wtedy gdy lim inf ord(tn − t) =∞.

Lemat 1.6 ord(xy) = ord(x) + ord(y). ord(x + y) ≥ max(ord(x), ord(y)) z

równo±ci¡ je±li ord(x) 6= ord(y). Je±li xn ∈ T̃ (M), lim inf ord(xn) = ∞ to

szereg
∞∑
n=0

xn
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jest zbie»ny w T̃ (M). Je±li ord(x) > 0, an ∈ R, to szereg

∞∑
n=0

anx
n

jest zbie»ny w T̃ (M).

Dowód. Równo±¢ ord(xy) = ord(x) + ord(y) wynika wprost z de�nicji mno-
»enia w T̃ (M). Podobnie nierówno±¢ (i przypadek równo±ci) ord(x + y) ≥
max(ord(x), ord(y)) wynika wprost z de�nicji dodawania w T̃ (M). Zauwa»my
»e jesli ord(xn) > k dla n ≥ l, to odpowiednie xn maj¡ zerow¡ skªadow¡ wM⊗k.
A wi¦c suma pierwszych l skªadników szeregu wyznacza nam jednoznacznie k-t¡
skªadow¡ sumy caªego szeregu. Wida¢ te» »e sumy cz¦±ciowe zbiegaj¡ do tak
wyznaczonej sumy szeregu. Jako »e ord(axx

n) ≥ nord(x), to ostatni szereg jest
zbie»ny. �

Zwykªe formalne szeregi pot¦gowe jednej zmiennej mo»na traktowa¢ jako
przypadek szczególny konstrukcji wy»ej odpowiadaj¡cy jednoelementowemu zbio-
rowi X. A wi¦c mamy zde�niowane ord dla zwykªych szeregów formalnych.
Podato ostatni punkt lematu wy»ej oznacza »e jest dobrze zde�niowana kom-
pozycja zwykªego szeregu pot¦gowego z szeregiem pot¦gowym maj¡cym wyraz
wolny równy zero. Mo»emy te» rozpatrywa¢ zwykªe szeregi pot¦gowe jednej
zmiennej x z wyrazem wolnym równym zero jako póªgrup¦ wzgl¦dem skªadania
szeregów. Wtedy szereg jednowyrazowy x jest jedynk¡.

Lemat 1.7 Niech t b¦dzie zwykªym formalnym szeregiem pot¦gowym. t ma od-

wrotno±¢ wzgl¦dem kompozycji szeregów z ord(y) > 0 wtedy i tylko wtedy gdy

ord(t) = 1.

Dowód. By znale¹¢ lew¡ lub praw¡ odwrotno±¢ musimy rekursywnie rozwi¡za¢
odpowiedni ukªad równa«. Dla lewej odwrotno±ci chcemy by

∞∑
n=1

ant
n = x.

Zauwa»my »e

ord(

∞∑
n=2

ant
n) ≥ 2

za± ord(x) = 1, czyli równo±¢ wy»ej jest mo»liwa tylko gdy ord(t) = 1. Podobnie
prawa odwrotno±¢ mo»e istnie¢ tylko gdy ord(t) = 1.

Dalej b¦dziemy zakªada¢ »e ord(t) = 1. Gdy znane s¡ a1, . . . ak takie »e

ord(

(
k∑

n=1

ant
n

)
− x) ≥ k + 1

to zauwa»my »e ord(tk+1) = k+1, a wi¦c w iloczynie ak+1t
k+1 mo»emy uzyska¢

dowoln¡ warto±¢ wspóªczynnika przy xk+1, za± wspóªczynniki przy ni»szych
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pot¦gach x s¡ zerami. Pozwala to dobra¢ ak+1 tak by wyzerowa¢ wspóªczynnik
przy xk+1 w kompozycji, tzn. uzyska¢ nierówno±¢

ord(

(
k+1∑
n=1

ant
n

)
− x) ≥ k + 2.

A wi¦c faktycznie mo»na rekursywnie wyznaczy¢ wszystkie an tak by szereg∑∞
n=1 anx

n byª lew¡ odwrotno±ci¡ wzgl¦dem zªo»enia dla t. Podobnie mo»na
wyznaczy¢ praw¡ odwrotno±¢. Skoro istnieje lewa i prawa odwrotno±¢ to s¡ one
równe i szereg jest odwracalny. �

Zauwa»my »e dla zwykªych formalnych szeregów pot¦gowych mo»emy zde�-
niowa¢ ró»niczkowanie, ró»niczkuj¡c wyraz po wyrazie. Ró»niczkowanie speªnia
reguª¦ Leibnitza, zachodzi te» wzór na pochodn¡ zªo»enia. Ponadto szereg jest
staªy (jedyny niezerowy wyraz to wyraz wolny) wtedy i tylko wtedy gdy jego
pochodna jest zerem.

Dalej potrzebne nam b¦d¡ szeregi log(1 + x) i exp(x) zde�niowane jako

exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
,

log(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
.

Mamy
∂x exp(x) = exp(x),

∂x log(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn−1 =

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
.

Teraz rozpatrujemy dziaªanie zwykªych szeregów pot¦gowych na T̃ (M) przez
skªadanie. Zauwa»my »e jest to dziaªanie póªgrupy, tzn. kompozycja szeregów
dziaªa przez kompozycj¦ dziaªa«.

Lemat 1.8 Odwzorowanie t 7→ exp(t) odwzorowuje ró»nowarto±ciowo szeregi z

wyrazem wolnym równym zero na szeregi z wyrazem wolnym równym 1. Podob-

nie t 7→ log(t) odwzorowuje ró»nowarto±ciowo szeregi z wyrazem wolnym równym

1 na szeregi z wyrazem wolnym równym zero. Dla szeregu t z wyrazem wolnym

równym 0 mamy exp(log(1 + t)) = 1 + t i log(exp(t)) = t.

Dowód. Zauwa»my najpierw »e wystarczy to pokaza¢ dla zwykªych formalnych
szeregów pot¦gowych jednej zmiennej. Mianowicie, wzory daj¡ nam odwrot-
no±¢, za± przy dziaªaniu na T̃ (M) kompozycja przechodzi ma kompozycj¦, wi¦c
dostaniemy wzory na odwrotno±¢ w T̃ (M), co implikuje odpowiedni¡ ró»nowar-
to±ciowo±¢ i to »e odworowanie jest na.

Dla zwykªych szeregów zauwa»my »e ord(exp(x)− 1) = 1 czyli kompozycja
z exp(x)− 1 jest odwracalna co implikuje »e »e exp jest ró»nowarto±ciowe i na
szeregi z wyrazem wolnym 1. Licz¡c pochodne mamy

∂x log(exp(x)) =
exp(x)

exp(x)
= 1
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czyli
log(exp(x)) = x+ c

Ale ªatwo zauwa»y¢ »e wyraz wolny log(exp(x)) to zero, czyli mamy równo±¢
log(exp(x)) = x. Z odwracalno±ci exp(x)− 1 wynika teraz równo±¢ exp(log(1 +
x)) = 1 + x. �

Element t ∈ T̃ (M) nazywamy szeregiem Liego je±li wszystkie wyrazy t s¡
elementami wolnej algebry Liego.

Zauwa»my »e T̃ (M)⊗ T̃ (M) mo»na traktowa¢ jako podzbiór produktu∏
k,l

M⊗k ⊗M⊗l

który jest izomor�czny z T̃ (M ⊕M). A wi¦c de�nicja rz¦du i poj¦cie elementu
jednorodnego maj¡ sens dla elementów T̃ (M)⊗ T̃ (M). Zbie»no±¢ ma sens, ale
potencjalnie ci¡g Cauchy'ego mógªby da¢ jako granic¦ element T̃ (M⊕M) który
nie odpowiada elementowi T̃ (M)⊗ T̃ (M). Jednak»e ni»ej granice b¦d¡ le»e¢ w
T̃ (M)⊗ T̃ (M).

Jak poprzednio mo»emy zde�nowa¢ odwzorowanie ∆ z T̃ (M) w T̃ (M) ⊗
T̃ (M) i »e zachodzi analog lematu 1.4. Mianowicie, w przypadku wolnej algebry
Liego ∆ jest jednoznacznie wyznaczone przez warto±ci na zbiorze generatorów
X. Wynika st¡d »e ∆ przeprowadza elementy jednorodne w T (M) na elementy
jednorodne w T (M) ⊗ T (M), co oznacza »e równie» w T̃ (M) odwzorowanie ∆
dziaªa skªadowa po skªadowej odwzorowuj¡c elementy jednorodne na elementy
jednorodne tak samo jakby to byªy elementy T (M). A wi¦c kryterium z lematu
1.4 mo»na u»y¢ dla ka»dej skªadowej z osobna. Czyli mamy

Lemat 1.9 x jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x.

Lemat 1.10 x jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy

exp(∆(x)) = exp(x)⊗ exp(x).

Dowód: Mamy

exp(x⊗ 1 + 1⊗ x) = (exp(x⊗ 1) · exp(1⊗ x)

= (exp(x)⊗ 1) · (1⊗ exp(x)) = exp(x)⊗ exp(x)

czyli
exp(x⊗ 1 + 1⊗ x) = exp(x)⊗ exp(x).

A wi¦c je±li jest szeregiem Liego to

exp(∆(x)) = exp(x⊗ 1 + 1⊗ x) = exp(x)⊗ exp(x)

czyli zachodzi podana równo±¢. Je±li zachodzi równo±¢

exp(∆(x)) = exp(x)⊗ exp(x)
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to
exp(∆(x)) = exp(x⊗ 1 + 1⊗ x)

czyli
∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x

co oznacza »e x jest szeregiem Liego. �

Lemat 1.11 Niech x i y b¦d¡ szeregami Liego i niech

z = log(exp(x) exp(y)).

Wtedy z jest szeregiem Liego.

Dowód: Z zaªo»enia
exp(z) = exp(x) exp(y)

i
∆(exp(z)) = ∆(exp(x) exp(y)).

Jako »e x i y s¡ szeregami Liego to

∆(exp(x) exp(y)) = ∆(exp(x))∆(exp(y)) = (exp(x)⊗exp(x)) ·(exp(y)⊗exp(y))

= (exp(x) exp(y))⊗ (exp(x) exp(y))

czyli
∆(exp(z)) = exp(z)⊗ exp(z)

co oznacza »e z jest szeregiem Liego. �
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