
1 Uzupeªnienie o wolnej algebrze Liego

Wiemy »e dla wolnej algebry Liego F generowanej przez zbiór X uniwersalna
algebra obwiednia U(F ) to algebra tensorowa T (M) generowane przez moduª
wolny generowany przez X. Wiemy »e je±li F jest moduªem wolnym to wkªada
si¦ ró»nowarto±ciowo w U(F ). Jednak»e na razie wiemy »e F jest moduªem
wolnym tylko wtedy gdy pier±cie« podstawowy R jest ciaªem. Chcemy pokaza¢
»e F jest moduªem wolnym w ogólnym przypadku. Wystarczy to zrobi¢ dla
R = Z. Mianowicie dla ogólnego R mamy

FR = R⊗Z FZ

gdzie dla FR i FZ indeks oznacza »e rozwa»amy algebr¦ nad danym pier±cieniem,
za± ⊗Z oznacza »e moduªy traktujemy jako moduªy nad Z. �atwo pokaza¢ »e
je±li FZ jest moduªem wolnym nad Z to produkt wy»ej jest moduªem wolnym
nad R.

Aby pokaza¢ wynik dla Z podamy alternatywn¡ konstrukcj¦ F .
De�nicja. Magm¡ nazywamy zbiór z dziaªaniem dwuargumentowym o któ-

rym nie robimy »adnych dodatkowych zaªo»e«.
Wolna magma generowana przezX to magma S z odwzorowaniem ι : X → S

taka »e dla ka»dej magmy V i odwzorowania f : X → V istnieje dokªadnie jeden
homomor�zm h z S w V taki »e f = h ◦ ι.

Woln¡ magm¦ ªatwo zbudowa¢: bierzemy drzewa binarne takie »e li±¢mi s¡
elementy X. Dwa drzewa a i b mno»ywmy w ten sposób »e budujemy drzewo
którego lewym poddrzewem jest a za± przawym poddrzewem jest b. Oczywi±cie
znaj¡c obrazy X-ów mo»emy obliczy¢ rekursywnie obraz drzewa: najpierw ob-
liczamy obrazy poddrzew, a potem wymna»amy otrzymane warto±ci. Wida¢ »e
jest to homomor�zm i »e jest to jedyne przedªu»enie f które daje homomor�zm.
A wi¦c jest speªniona wªasno±¢ uniwersalna, czyli otrzywmali±my woln¡ magm¦.

Uwaga: o elementach wolnej magmy S mo»emy my±le¢ jako o wyra»eniach
(drzewach wyra»e«). Alternatywnie, mo»emy my±le¢ »e elementy S to ci¡gi ele-
mentów X uzupeªnione nawiasami tak by kolejno±¢ dziaªa« byªa jednoznaczna.

Maj¡c woln¡ magm¦ S rozpatrujemy woln¡ algebr¡ nieª¡czn¡ N nad Z, tzn.
moduª wolny nad Z z baz¡ S. W N elementy bazy mno»ymy zgodnie z reguªami
S i przedªu»amy dziaªanie Z-liniowo na N . �atowo zobaczy¢ »e N speªnia
nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ uniwersaln¡: dla dowolnego odwzorowania f : X → A
gdzie A jest algebr¡ nieª¡czn¡ nad Z istnieje dokªadnie jeden homomor�zm
algebr nieª¡cznych h z N w A taki »e f = h ◦ ι gdzie ι jest wªo»eniem X w
N . Mianowicie, dostajemy homomor�zm magm z S w A. Ten homomor�zm
rozszerza si¦ Z-liniowo na N .

W N rozpatrujemy ideaª I (tzn. podmoduª N zamkni¦ty na mno»enie z
lewej i prawej strony przez elementy N) generowany przez elementy postaci s · s
i s · (t · u)− (s · t) · u− t · (s · u). Dzielenie przez ideaª I oznacza »e w N/I jest
speªniona antysymetria i to»samo±¢ Jacobiego, czyli N/I jest algebr¡ Liego.

Twierdzimy »e N/I ma wªasno±¢ uniwersaln¡ wolnej algebry Liego nad Z.
Mianowicie, je±li A jest algebr¡ Liego, to jest te» algebr¡ nieª¡czn¡, czyli dosta-
jemy homomor�zm h z N w A. Wida¢ »e elementy I s¡ w przeprowadzane na 0
w A, czyli I jest w j¡drze h, czyli h daje hpmomor�zm algebry ilorazowej N/I
w A. Jedno±¢ otrzymanego homomor�zmu jest oczywista.

Zauwa»my teraz »e w N mo»na wprowadzi¢ poj¦cie stopnia elementu: sto-
pie« elementu S to ilo±¢ li±ci drzewa, stopie« elementu n ∈ N to maksimum
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stopni s ∈ S w przedstawieniu n jako kombinacji liniowej elementów S z nieze-
rowymi wspóªczynnikami. Wida¢ »e stopie« iloczynu to iloczyn stopni. Element
n ∈ N nazywamy jednorodnym je±li wszystkie elementy s ∈ S z niezerowymi
wspóªczynnikami w przedstawieniu n maj¡ ten sam stopie«. Mo»emy zapisa¢

N = ⊕∞k=1Nk

gdzie Nk to zbiór elementów N jednorodnych stopnia k.
Mamy te»

I = ⊕∞k=1Ik

gdzie Ik to zbiór elementów I jednorodnych stopnia k. Ta ostatnia równo±¢
wynika z tego »e jako generatory I mo»na wybra¢ elementy jednorodne. Do-
kªadniej, to»samo±¢ Jacobiego jest trójliniowa, wi¦c maj¡¢ j¡ dla elementów jed-
norodnych przez wieloliniowo±¢ otrzymamy j¡ dla sum. Równo±¢ s · s = 0 jest
nieco bardziej kªopotliwa. Zauwa»my »e implikuje ona antysymetri¦ s·t+t·s = 0.
Antysymetria jest dwuliniowa, wi¦c z elementów jednorodnych rozszerzy si¦ na
dowolne. Teraz piszemy s =

∑k
i=1 si gdzie si jest jednorodny stopnia i. Mamy

s · s =
k∑

i=1

si · si +
∑
j<i

sj · si + si · sj .

Druga suma zniknie na mocy antysymetrii, a w pierwszej sumie si · si = 0 jest
jednorodne. A wi¦c faktycznie I jest generowany przez elementy jednorodne.

Mamy teraz
N/I = ⊕∞k=1Nk/Ik.

Innymi sªowy, N/I jest generowane przez elementy jednorodne. Zauwa»my, »e
je±li X jest zbiorem sko«czonym to Nk/Ik jest moduªem sko«czenie generowal-
nym.

Lemat 1.1 Je±li R jest ciaªem a X jest zbiorem sko«czonym, to wymiar R⊗Z
(Nk/Ik) nie zale»y od R.

Dowód. Wiemy »e R⊗Z (N/I) = FR wkªada si¦ w algebr¦ tensorow¡ T (M)
gdzie M jest moduªem wolnym (przestrzeni¡ wektorow¡) z baz¡ X. Przy tym
R⊗Z (Nk/Ik) odwzorowuje si¦ wzajemnie jednoznacznie na elementy jednordne
stopnia k w F . A wi¦c wystarczy pokaza¢ »e wymiar przestrzeni elementów
jednorodnych stopnia k w F nie zale»y od R. Jednak»e, na mocy lematu o
bazie algebry obwiedniej (twierdzenia PBW) przy ustalonym porz¡dku na bazie
F elementy postaci

e1 . . . ek

z e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ ek gdzie ei s¡ elementami bazy F stanowi¡ baz¦ U(F ) =
T (M). Je±li baz¦ F wybierzemy z elementów jednorodnych, to otrzymane ele-
menty bazy T (M) te» b¦d¡ jednorodne. A wi¦c produkty wy»ej stopnia k daj¡
nam baz¦ M⊗k. M⊗k ma wymiar |X|k. Zauwa»my teraz »e mo»emy rekur-
sywnie wylicza¢ wymiar przestrzeni rozpinanej przez elementy jednorodne F
stopnia k. Mianowicie, M⊗k jest suma prost¡ podprzestrzeni rozpinanej przez
elementy bazy F rz¦du k i podprzestrzeni rozpinanej przez produkty elementów
bazy F ni»szego stopnia. Z zaªo»enia indukcyjnego ilo±¢ (elementów bazy F ni»-
szego stopnia (dla ka»dego stopina z osobna) jest znana. To pozwala wyznaczy¢
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wymiar przestrzeni rozpinanej przez produkty elementów bazy F . Teraz ilo±¢
elementów jednorodnych bazy F stopnia k otrzymujemy jako ró»nic¦ wymiaru
M⊗k (czyli |X|k) i ilo±ci produktów elemntów bazy F ni»szych stopni. �

Uwaga: Rozwijaj¡c powy»szy argument mo»na pokaza¢ »e

dim(R⊗Z (Nk/Ik)) =
1

k

∑
m|k

µ(m)dn/m

gdzie µ(m) jest funkcj¡ Möbiusa, tzn. µ(m) = 0 je±li m jest podzielne przez
kwardrat liczby pierwszej, w przeciwnym razie µ(m) = (−1)l gdzie l jest ilo±ci¡
czynników pierwszych m.

Lemat 1.2 Je±li M jest sko«czenie generowalnym moduªem nad Z i wymiar
Zq ⊗Z M gdzie Zq jest ciaªem reszt modulo q traktowanym jako Z-moduª nie
zale»y od liczby pierwszej q to M jest moduªem wolnym.

Dowód. Na mocy twierdzenia o strukturze sko«czenie generowanych grup abe-
lowych M mo»na zapisa¢ jako

M = Zk ⊕⊕pMp

gdzie Mp jest podmoduªem elementów p-torsyjnych, tzn. istnieje l takie »e
plMp = {0}. Przy tym tylko sko«czenie wiele skªadników w sume wy»ej jest
niezerowe. Zauwa»my teraz »e je±li q jest liczb¡ pierwsz¡ ró»n¡ of p to pl jest
odwracalne w Zq, czyli

Zq ⊗Z Mp = {0}.

Je±li Mp jest nietrywialne i q = p to równie» Zq ⊗Z Mp jest nietrywialne. Wy-
bieraj¡c q ró»ne od p z nietrywialnym Mp widzimy »e

Zq ⊗Z M = Zk
q

czyli wymiar jest równy k. Gdyby które± z Mp byªo nietrywialne, to bior¡c
q = p otrzymaliby±my wymiar wi¦kszy ni» k. A wi¦c niezale»no±¢ wymiaru od q
implikuje »e wszystkie Mp s¡ trywialne, co z kolei oznacza »e M jest moduªem
wolnym. �

Lemat 1.3 Wolna algebra Liego FR jest moduªem wolnym dla dowolnego pier-
±cienia R i dowolnego zbioru generatorów X.

Dowód. Je±li R = Z i X jest zbiorem sko«czonym to Lemat 1.1 i Lemat 1.2
implikuj¡ »e

Nk/Ik

jest moduªem wolnym nad Z, a wi¦c równie» F jest moduªem wolnym jako suma
prosta moduªów wolnych.

Rozwa»my teraz niesko«czone X. Wystarczy pokaza¢ »e naturalne odwzo-
rowanie z F w T (M) jest ró»nowarto±ciowe. Mianowicie, wtedy F jest izo-
mor�czne z podmoduªem T (M). Lecz T (M) jest moduªem wolnym a nad Z
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podmoduª moduªu wolnego jest wolny, wi¦c równie» F jest moduªem wolnym.
Przypu±¢my »e x ∈ F jest niezerowy, ale ma zerowy obraz w T (M). x zawiera
tylko sko«czenie wiele zmiennych, czyli jest w obrazie pewnego NX0

gdzie X0

jest sko«czonym podzbiorem X za± NX0 oznacza woln¡ algebr¦ nieprzemienn¡
generowan¡ przez X0. x zadaje wi¦c element x̃ wolnej algebry Liego F̃ gene-
rowanej przez X0. x jest obrazem x̃ przez naturalne wªo»enie F̃ w F , a wi¦c
x̃ jest niezerowy. Skoro X0 jest sko«czony, to F̃ jest moduªem wolnym nad
Z, a wi¦c wkªada si¦ ró»nowarto±ciowo w U(F̃ ) a wi¦c równie» w T (M). Daje
to sprzeczno±¢ z przypuszczeniem »e obraz x jest zerem, co pokazuje »e natu-
ralne odwzorowanie z F w T (M) faktycznie jest ró»nowarto±ciowe, czyli F jest
moduªem wolnym.

Jak zauwa»yli±my na pocz¡tku tej cz¦±ci, wynik dla Z implikuje wynik dla
dowolnego pier±cienia. �

2 Bazy Halla

Nasze dotychczasowe wyniki s¡ zadowalaj¡ce z teoretycznego punktu widzenia i
teoretycznie wystarczaj¡ do prowadzenia oblicze« w wolnej algebrze Liego. Jed-
nak»e mo»na uzyska¢ nieco bardziej jawny opis bazy wolnej algebry Liego. Taki
opis znacz¡co uªatwia oblicznia. Mo»e te» da¢ dodatkowe intuicje o budowie
wolnej algebry Liego.

Przy budowie bazy Halla musimy pracowa¢ z trzema ró»nymi zbiorami: ele-
mentami wolnej magmy S, elementami wolnej algebry Liego F b¦d¡cymi ob-
razami elementów S i obrazami elementów S w póªgrupie wolnej generowanej
przez X. Ogólnie jedno sªowo w póªgrupie wolnej jako przeciwobrazy ma wiele
elementów S. Jednak»e w konstrukcji Halla s¡ dodatkowe warunki które po-
woduj¡ »e dane sªowo ma tylko jeden przeciwobraz speªniaj¡cy te warunki. O
konstrukcji Halla mo»na my±le¢ jako o rozmieszczeniu nawiasów w sªowie, po
dodaniu nawiasów dostaniemy element (lub ci¡g elementów) wolnej magmy S
które mo»na odwzorowa¢ w F . Dodajmy »e wªa±ciwe operacje to te z F , ale
wi¦kszo±¢ rozumowa« prowadzi si¦ na elementach S albo sªowach.

Istotn¡ cz¦±ci¡ konstrukcji Halla s¡ przeksztaªcenia otrzymanych elemen-
tów. Te przeksztaªcenia zale»¡ od porz¡dku na tych elementach. W konstrukcji
mo»na u»ywa¢ wiele ró»nych porz¡dków i zmieniaj¡c porz¡dek mo»na uzyska¢
troch¦ dodatkowych wyników. Jednak»e mo»na by te» si¦ ograniczy¢ do jednego
porz¡dku. Przykªadowy porz¡dek który dziaªa to porz¡dek leksykogra�czny na
sªowach, gdzie startujemy z porz¡dku liniowego na S i mówimy »e sªowo a jest
wi¦ksze od sªowa b je±li pierwsza litera licz¡c od prawej w a jest wi¦ksza od
pierwszej litery b. W przypadku gdy b jest pre�ksem a to uznajemy a za wi¦k-
sze.

Uwaga: Porz¡dek leksykogra�czny na sªowach nie wyznacza porz¡dku linio-
wego na S. Jednak»e dalej uzasadnimy »e porz¡dek leksykogra�czny na sªowach
wystarcza do konstrukcji któr¡ przedstawimy.

Uwaga: Zwykle porz¡dek leksykogra�czny na sªowach de�niuje si¦ inaczej,
zaczynaj¡c od lewej strony. Wi¦kszo±¢ wyników by wtedy dalej dziaªaªa, ale le-
mat charakteryzuj¡cy sªowa Halla wzgl¦dem porz¡dku leksykogra�cznego zale»y
od detali porz¡dku. Nieco ogólniej, s¡ mo»liwe ró»ne konwencje i zale»nie od
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wyboru konwencji pewne fragmenty s¡ mniej lub bardziej naturalne. Dziwna de-
�nicja porz¡dku leksykogra�cznego wydaje si¦ by¢ maªym kosztem w stosunku
do bardziej naturalnego przedstawienia w innych miejscach.

Potrzebujemy jeszcze troch¦ notacji: gdy x = a · b jest elementem S to pi-
szemy a = L(x), b = R(x). Innymi sªowy L daje lewe poddrzewo, R daje prawe
poddrzewo (te operacje nie s¡ zde�niowane gdy x jest zmienn¡). Dla elementów
s ∈ S jak poprzednio de�niujemy stopie« deg(s) jako dªugo±¢ odpowiadaj¡cego
mu sªowa.

De�nicja. Powiemy »e podzbiórH ⊂ S z liniowym porz¡dkiem jest zbiorem
Halla je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki

• a ·b ∈ H wtedy i tylko wtedy gdy a, b ∈ H, a > b i albo a ∈ X lub a = c ·d
i d ≤ b,

• dla a · b ∈ H mamy a · b > b,

• X ⊂ H.

Lemat 2.1 Obraz H w F generuje F jako R moduª.

Dowód. Bez utraty ogólno±ci mo»na zakªada¢ »e X jest sko«czony. Z de�nicji
X ⊂ H, czyli H generuje F jako algebr¦ Liego. Aby pokaza¢ lemat wystarczy
wi¦c pokaza¢ »e nawias Liego obrazów elementów H jest Z-liniow¡ kombinacj¡
obrazów elementówH. W dowodzie oznaczymy przez f naturalne odwzorowanie
z S w F . Dowód b¦dzie indukcyjny, by indukcja dziaªaªa potrzebujmy nieco
mocniejszy warunek

[f(a), f(b)] =
∑
i

cif(di)

z ci ∈ Z, i di > min(a, b). Ponadto »¡damy by stopie« deg(di) = deg(a) +
deg(b). Indukcja jest ze wzgl¦du na deg(a) + deg(b), a w przypadku równo±ci
stopni ze wzgl¦du na odwrócone min(a, b), tzn. zakªadamy »e wynik zachodzi
dla mniejszej sumy dªugo±ci i dla równej sumy dªugo±ci z wi¦kszym min(a, b).
Zakªadamy »e X jest sko«czony, wi¦c jest tylko sko«czenie wiele drzew danej
dªugo±ci, wi¦c tylko sko«czenie wiele mo»liwo±ci na min(a, b). A wi¦c b¦dzie
dziaªaªa zasada indukcji. Ze wzgl¦du na antysymetri¦ mo»emy zmieni¢ kolejno±¢
a i b, co pozwala zakªada¢ »e a > b. Je±li wtedy a ∈ X lub a = e · g i g ≤ b, to
a ·b ∈ H i [f(a), f(b)] = f(a ·b). Ponadto a ·b > b = min(a, b). A wi¦c pozostaje
rozwa»y¢ przypadek gdy a = e · g i g > b. Wtedy na mocy wªasno±ci porz¡dku
na zbiorze Halla mamy e > g > b. Na mocy to»samo±ci Jacobiego mamy

[f(a), f(b)] = [[f(e), f(g)], f(b)] = [f(e), [f(g), f(b)]] + [[f(e), f(b)], f(g)].

Na mocy zaªo»enia indukcyjnego

[f(g), f(b)] =
∑

rif(vi),

gdzie ri s¡ liczbami caªkowitymi, deg(vi) = deg(g)+deg(b) i vi > min(g, b) = b.
A wi¦c deg(e) + deg(vi) = deg(e) + deg(g) + deg(b) = deg(a) + deg(b), czyli dla
par e, vi suma stopni si¦ nie zmienia a min(e, vi) > b = min(a, b). Czyli do

[f(e), [f(g), f(b)]]
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stosuje si¦ zaªo»enie indukcyjne i mo»emy to zapisa¢ jako Z-liniow¡ kobinacj¦
obrazów elementów H z t¡ sam¡ sum¡ stopni i elementami > min(a, b).

Podobnie

[f(e), f(b)] =
∑

sif(wi)

gdzie si s¡ liczbami caªkowitymi, deg(wi) = deg(e)+deg(b), i wi > min(e, b) = b.
Znowu suma stopni si¦ zgadza, za± min(wi, g) > b, czyli równie» w tym przy-
padku stosuje si¦ zaªo»enie indukcyjne. �

Lemat 2.2 Oznaczmy przez g naturalne odwzorowanie z S w póªgrup¦ woln¡
i niech H b¦dzie zbiorem Halla. Niech w b¦dzie elementem póªgrupy wolnej
(sªowem). Wtedy istnieje dokªadnie jeden ci¡g niemalej¡cy hi ∈ H, i = 1..l taki
»e

w = g(h1)g(h2) . . . g(hl)

Aby udowodni¢ ten lemat potrzebujmy dodatkowe de�ncje i lematy pomoc-
nicze.

De�nicja. Powiemy »e ci¡g elementów hi ∈ H jest dopuszczalny je±li dla
ka»dego i albo hi ∈ X, albo R(hi) ≤ hj dla j > i.

Oczywi±cie ci¡g elementów X jest dopuszczalny. Równie» niemalej¡cy ci¡g
elementów H jest dopuszczalny. Mianowicie, z wªasno±ci porz¡dku na zbiorze
Halla R(hi) < hi, czyli skoro ci¡g jet niemalej¡cy to R(hi) < hi ≤ hj dla j < i.

W dalszym ci¡gu potrzebne nam b¦d¡ przekszataªcenia ci¡gów dopuszczal-
nych (system przepisywania). Gdy a i b s¡ ci¡gami dopuszczalnymi to piszemy
a→ b (a mo»e by¢ przepisany w jednym kroku do b) gdy b ró»ni si¦ od a tym »e
dwa s¡siednie elementy a s¡ zast¡pione przez ich produkt w S. → jest relacj¡
(mo»e by¢ wi¦cej ni» jeden wybór pary która da ci¡g dopuszczalny. Powiemy
»e a jest nieredukowalny je±li nie istnieje b taki »e a → b. Relacja →∗ jest do-
mkni¦ciem tranzytywnym →, tzn. a →∗ a i je±li a → b oraz b →∗ c to a →∗ c.
Przy tym a→∗ b wtedy i tylko wtedy gdy wynika to z podanych reguª.

Zauwa»my »e ci¡gi niemalej¡ce s¡ nieredukowalne: gdy ai ≤ ai+1 to produkt
ai · ai+1 nie nale»y do zbioru Halla. Je±li a→ b to b ma mniejsz¡ dªugo±¢ ni» a,
a wi¦c po sko«czonej liczbie kroków otrzymamy ci¡g nieredukowalny.

Lemat 2.3 Niech g oznacza naturalne odwzorowanie z S w póªgrup¦ woln¡ ge-
nerowan¡ przez X (czyli sªowa z lierami z X) i niech H b¦dzie zbiorem Halla w
S. Je±li h→∗ t to

g(h1)g(h2) . . . g(hk) = g(t1)g(t2) . . . g(tl).

Dla danego ci¡gu dopuszczalnego hi ∈ H, i = 1, . . . k istnieje niemalej¡cy ci¡g
ti ∈ H, i = 1, . . . , l taki »e h →∗ t. Ponadto ci¡gi nieredukowalne s¡ niemale-
j¡ce.

Dowód. Gdy h→ t to równo±¢

g(h1)g(h2) . . . g(hk) = g(t1)g(t2) . . . g(tl)

jest oczywista. Je±li h→∗ t to równo±¢ wy»ej otrzymujemy przez indukcj¦.
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Pozostaje pokaza¢ istnienie niemalej¡cego t takiego »e h →∗ t. Dowód jest
indukcyjny ze wzgl¦du na dªugo±¢ h. Je±li ci¡g hi jest niemalej¡cy, to mamy
wynik. W przeciwnym razie istnieje i takie »e hi > hi+1. Bior¡c najwi¦ksze
takie i mamy hi+1 ≤ hi+2 ≤ · · · ≤ hk. Teraz zast¦pujemy par¦ hi i hi+1 przez
e = hi · hi+1. Mamy hi > hi+1 i R(hi) ≤ hi+1, a wi¦c e ∈ H. Ponadto
R(e) = hi+1 ≤ hj dla j > i+1, wi¦c warunek dopuszczalno±ci jest speªniony dla
e. Ci¡g hj z j > i + 1 jest jak poprzednio, wi¦c warunek dopuszczalno±ci jest
speªniony dla tych elementów. Dla hj z j < i jest zmiana, musimy dodatkowo
porówna¢ R(hj) z e. Lecz e > hi+1 ≥ R(hj) wi¦c nowy ci¡g jest dopuszczalny.
Zmniejszyli±my dªugo±¢ ci¡gu, wi¦c po sko«czonej ilo±ci kroków proces si¦ za-
trzyma i otrzymamy ci¡g niemalej¡cy. �

Lemat 2.4 Oznaczmy przez g naturalne odwzorowanie z S w póªgrup¦ woln¡
i niech H b¦dzie zbiorem Halla. Niech w b¦dzie elementem póªgrupy wolnej
(sªowem). Niech w̃ b¦dzie ci¡giem liter w. Jest to ci¡g dopuszczalny. Niech h z
hi ∈ H, i = 1..l b¦dzie ci¡giem dopuszczalnym takim »e

w = g(h1)g(h2) . . . g(hl)

Twierdzimy »e w̃ →∗ h.

Dowód: Dowód indukcyjny, ze wzgl¦du na odwrotny porz¡dek dla dªugo±ci. Tzn.
mo»emy zakªada¢ wynik dla ci¡gów dªu»szych ni» l i potrzebujemy pokaza¢ dla
l. Je±li h skªada si¦ tylko z liter to w̃ = h czyli w̃ →∗ h. W przeciwnym razie
niech i b¦dzie najmniejszym i takim »e hi nie jest liter¡, czyli hi = a · b. Ci¡g
t budujemy zast¦puj¡c w h element hi przez par¦ elementów a i b. Dla j < i
elementy hj s¡ literami wi¦c warunek dopuszczalno±ci jest speªniony. hi ∈ H
wi¦c R(a) ≤ b = R(hi) ≤ hj dla j > i, czyli warunek dopuszczalno±¢ jest speª-
niony dla a. Na mocy wªasno±ci porz¡dku R(b) < b = R(hi) czyli warunek
dopuszczalno±ci b¦dzie speªniony dla b. Ko«cowy ci¡g elementów t zaczynaj¡c
po b jest taki sam jak w h, wi¦c warunek dopuszczalno±ci b¦dzie speªniony dla
tych elementów. Oczywi±cie t → h i t jest dªu»szy ni» h, wi¦c do t stosuje si¦
zaªo»enie indukcyjne i mamy w̃ →∗ t. Ale wtedy w̃ →∗ h �

Lemat 2.5 Je±li a, b, c s¡ ci¡gami dopuszczalnymi takimi »e a → b, a → c i
b 6= c to istnieje ci¡g dopuszczalny d taki »e b→ d i c→ d.

Dowód: Niech bi = ai · ai+1 i cj = aj · aj+1. Zamieniaj¡c miejscami b i c mo»na
zakªada¢ »e i < j. Gdyby i = j + 1 to mieliby±my ai > ai+1 > ai+1. Lecz
R(ai · ai+1) = ai+1 > ai+2 co przeczyªoby dopuszczalno±ci b. A wi¦c j ≥ i + 2
(zmiany si¦ nie nakªadaj¡). Niech d b¦dzie ci¡giem otrzymanym z b zast¦puj¡c
par¦ bj−1 = aj i bj = aj+1 przez bj−1 ·bj = aj ·aj+1. Ci¡g ten jest dopuszczalny.
Mianowicie ko«cowy ci¡g elementów d zaczynaj¡c od dj−1 jest taki sam jak
ko«cowy ci¡g elementów c zaczynaj¡c od cj . Skoro ci¡g c jest dopuszczalny
to na pozycjach ≥ j − 1 warunek dopuszczalno±ci jest speªniony dla d. Na
pozycjach < j − 1 przy sprawdzaniu dopuszczalno±ci ró»nica w porównaniu do
b jest taka »e zast¡pili±my par¦ bj−1 i bj przez bj−1 · bj . Lecz bj−1 · bj > bj , wi¦c
warunek dopuszczalno±ci b¦dzie speªniony. Oczywi±cie b→ d.
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Ci¡g d mo»na te» otrzyma¢ z c zast¦puj¡c ci = ai i ci+1 = ai przez ci ·ci+1 =
ai · ai+1. Dopuszczalno±c d ju» pokazali±my, wi¦c c→ d. �

Lemat 2.6 Je±li ci¡gi a, b, h s¡ dopuszczalne, h jest niemalej¡cy, a→ b, a→∗
h to b→∗ h.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na ilo±¢ aplikacji→ w a→∗ h. a jest redukowalne,
h jest nieredukowalne wi¦c istnieje ci¡g dopuszczalny c taki »e a→ c i c→∗ h.
Je±li c = b to ko«czy dowód. W przeciwnym razie, na mocy Lematu 2.5 istnieje
ci¡g dopuszczalny d taki »e b → d i c → d. W c →∗ h ilo±¢ aplikacji → jest
zmniejszona o 1, wi¦c na mocy zaªo»enia indukcyjnego d→∗ h. Lecz wtedy te»
b→∗ h. �

Dowód lematu 2.2: Ci¡g zmiennych jest dopuszczalny, wi¦c na mocy Lematu
2.3 dla ka»dego w istnieje ci¡g niemalej¡cy h taki »e w̃ →∗ h i

w = g(h1)g(h2) . . . g(hk)

co dowodzi istnienia. By pokaza¢ jednoznaczno±¢ zauwa»my »e je±li

w = g(h1)g(h2) . . . g(hk)

i ci¡g h jest niemalej¡cy to na mocy Lematu 2.4 mamy w̃ →∗ h. A wi¦c wystar-
czy pokaza¢ »e a→∗ h i a→∗ t dla niemalej¡cych ci¡gów h i t i dopuszczalnego
a implikuje h = t. Robimy to indukcyjnie ze wzgl¦du na ilo±¢ aplikacji → w
a→∗ t. Je±li jest to 0, tzn. a = t, to a jest nieredukowalny i a = h. W przeciw-
nym razie, niech a→ b i b→∗ t. Na mocy Lematu 2.6 wtedy b→∗ h. W b→∗ t
ilo±¢ aplikacji → jest zmniejszona o 1, wi¦c stosuje si¦ zaªo»enie indukcyjne i
mamy h = t. �

Lemat 2.7 Niech H b¦dzie zbiorem Halla w S. Wtedy obraz w F przez odwzo-
rowanie naturalne jest baz¡ algebry wolnej.

Dowód: Na mocy Lematu 2.1 obraz H generuje F . Pozostaje pokaza¢ liniow¡
niezale»no±¢ nad Z. Wystarczy to zrobi¢ dla sko«czonego zbioru X. Dla sko«-
czonego X rozwa»amy FQ = Q ⊗Z F , i w FQ elementy jednorodne stopnia
k. Na mocy Lematu 2.2 ilo±¢ elementów H stopnia k jest równa wymiarowi
Fk. Dokªadniej, oba ci¡gi liczb speªniaj¡ t¡ sam¡ rekurencj¦ która pozwala
jednoznacznie wyznaczy¢ te liczby (jest to powtórzenie rozumowania z dowodu
Lematu 1.1). Gdyby elementy H byªy liniowo zale»ne, to wymiar byªby miejszy,
co daªoby sprzeczno±¢. �

Mówmy »e sªowo w jest sªowem Halla je±li w = g(h), h ∈ H za± g jest
naturalnym odwzorowaniem z S w póªgrup¦ woln¡. Na mocy Lematu 2.2 h jest
jednoznacznie wyznaczone przez w, czyli porz¡dek na H jest wyznaczony przez
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porz¡dek na sªowach Halla. Jednak»e, konstrukcja zbioru Halla i dowodu jego
wªasno±ci (takich jak Lematu 2.2) u»ywa porz¡dek, wi¦c jest ryzyko bª¦dnego
koªa. Jednak»e mo»na rozumowa¢ nast¦puj¡co: indukcyjnie budujemy zbiory
Hk i porz¡dek na Hk rozszerzaj¡cy porz¡dek na sªowach. H1 = X. Hk+1

zawiera Hk i dodane elementy. Element a · b, a, b ∈ Hk dodajemy do Hk+1

wtedy i tylko wtedy gdy a · b > b i s¡ speªnione warunki ni»ej. Po pierwsze
zgodnie z porz¡dkiem na sªowach g(a · b) > g(b) (równo±¢ nie jest mo»liwa, bo
g(a · b) jest dªu»sze ni» g(b), czyli g(a · b) 6= g(b)). Po drugie albo a ∈ H1

a = c · d i d ≤ b. Zauwa»my »e porównania u»ywaj¡ ju» zde�niowany porz¡dek
na Hk. Na Hk+1 mamy porz¡dek cz¦±ciowy, zadany przez porz¡dek na Hk i
porz¡dek na sªowach. To jest faktycznie porz¡dek cz¦±ciowy, bo porz¡dek na
Hk rozszarza porz¡dek na sªowach. Teraz rozszerzamy porz¡dek na Hk+1 do
porz¡dku liniowego. Suma

∞⋃
k=1

Hk

jest oczywi±cie zbiorem Halla. Do tego zbioru stosuje si¦ Lemat 2.2 pokazuj¡c
»e porz¡dek jest jednoznacznie wyznaczony przez porz¡dek na sªowach Halla.

Zanotujmy prost¡ wªasno±¢ porz¡dku leksykogra�cznego: je±li b nie jest suf-
�ksem a i a > b to dla dowolnych c i d mamy ca < db. Mianowicie, wynik
porównania a > b jest wyznaczony przez porównanie liter, startuj¡c od ko«ca
i która± z liter da nam wynik (nie jest mo»liwy przypadek równo±ci liter, bo
wtedy albo a byªoby su�ksem b, co by daªo b ≥ a, lub b byªoby su�ksem a, co
wykluczamy z zaªo»enia). Oznacza to »e dopisywanie dodatkowych liter na po-
cz¡tku nie zmienia wyniku porównania. W szczególno±ci ta wªasno±¢ zachodzi
gdy dªugo±¢ a jest mniejsza lub równa dªugo±ci b i a > b (przy równej dªugo±ci
a b¦d¡c su�ksem byªoby równe b, co jest sprzeczne z a > b).

Lemat 2.8 Sªowo w jest sªowem Halla wzgl¦dem porz¡dku leksykogra�cznego
wtedy i tylko wtedy gdy jest mniejsze od dowolnego wªa±ciwego pre�ksu w.

Dowód: Najpierw indukcyjnie poka»emy »e sªowa Halla speªniaj¡ podany waru-
nek. Gdy w jest liter¡ to w ∈ H i zbiór pre�ksów wªa±ciwych w jest pusty, czyli
warunek jest trywialnie speªniony. W kroku indukcyjnym mo»emy zakªada¢ »e
wynik zachodzi dla krótszych sªów. Je±li w = g(a · b) gdzie a, b ∈ H to niech k, l
b¦d¡ dªugo±ciami a i odpowiednio b. Je±li v jest pre�ksem w którego dªugo±¢
m jest wi¦ksza ni» k, to ci¡g u ko«cowych m − k liter v jest pre�ksem g(b).
g(b) jest sªowem Halla, wi¦c na mocy zaªo»enia indukcyjnego u > g(b). Dªugo±¢
u jest mniejsza ni» dªugo±¢ g(b), wi¦c na mocy wªasno±ci wy»ej mamy v > w.
Je±li v jest pre�ksem którego dªugo±¢ jest = k to v = g(a) > g(b). Je±li g(b)
nie jest su�ksem v, to dalej na mocy wªasno±ci wy»ej v < w. Je±li g(b) jest
su�ksem v, tzn. v = ug(b) to wynik porównania nie zale»y od ostanich l liter,
czyli dostaniemy go porównuj¡c u z v = g(a). Na mocy zaªo»enia indukcyjnego
u > v, czyli równie» v > w. Je±li dªugo±¢ v jest < k, to v jest wªa±ciwym
pre�ksem g(a), czyli z zaªo»enia indukcyjnego v > g(a). Ale pokazali±my ju» »e
g(a) > w, czyli v > w, co ko«czy dowód tej cz¦±ci.

W drug¡ stron¦ zaªó»my »e ka»dy wªa±ciwy pre�x w jest wi¦kszy ni» w. Na
mocy Lematu 2.2 sªowo w mo»na zapisa¢ jako produkt sªów Halla hi:

w = h1h2 . . . hl
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z h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hl. Je±li l = 1 to w jest sªowem Halla co daje wynik. Je±li
l > 1, h1 = hl to h1 < w co daje sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. A wi¦c mo»na
zakªada¢ »e h1 < hl. Je±li h1 nie jest su�ksem hl to na mocy wªasno±ci wy»ej
mamy h1 < w co znowu daje sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. Je±li h1 jest su�ksem
hl, to jest te» su�ksem w, czyli skoro w jest dªu»sze, to h1 < w. A wi¦c przy-
puszczenie »e l > 1 w ka»dym przypadku prowadzi do sprzeczno±ci. �
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