
1. Niech G b¦dzie grup¡ Liego za± γ : (−1, 1) → G odwzorowaniem klasy
C∞ takim »e γ(0) = e (gdzie e oznacza jedynk¦ G). Uzasadnij »e wzór

(Xf)(x) = ∂tf(γ(t)x)|t=0

zadaje pole wektorowe na G niezmiennicze na prawe przesuni¦cia.
2. Sprawd¹ »e podana na wykªadzie realizacja grupy Heisenberga i realizacja

macierzmi podana ni»ej s¡ izomor�czne. Przypominam »e pierwsza realizacja to
R3 z mno»eniem zadanym wzorem (x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1+x2, y1+y2, z1+
z2 +

1
2 (x1y2 − x2y1)). Realizacja macierzami to macierze postaci: 1 x z

0 1 y
0 0 1

 .

Wylicz algebr¦ Liego.
3. Niech M bedzie przestrzeni¡ macierzy n na n za± h b¦dzie funkcj¡ C∞

z M w Rk tak¡ »e G = h−1(0) jest grup¡ z mno»eniem macierzowym i za-
wiera macierz identyczno±ciow¡. Zakªadamy »e h ma staªy rz¡d w otoczeniu G.
Uzasadnij »e G jest grup¡ Liego.

Wskazówka: U»yj twierdzenie o rz¦dzie.
4. Niech J b¦dzie ustalon¡ macierz¡ odwracaln¡. Sprawdz »e zbiór rzeczyw-

stych macierzy n na n A speªniaj¡cych równanie ATJA = J gdzie AT oznacza
macierz trasponowan¡ jest grup¡ Liego. Co dostaniemy w przypadku gdy J jest
macierz¡ identyczno±ciow¡. Wylicz przestrze« styczn¡ w identyczno±ci w tym
przypadku oraz dla n = 2 i

J =

(
1 0
0 −1

)
i dla n = 2k i

J =

(
0 I
−I 0

)
gdzie I oznacza macierz identyczno±ciow¡ wymiaru k.

5. Poka» »e grupa z wykªadu z mno»eniem zadanym wzorem (x1, y1)(x2, y2) =
(x1+x2, exp(x2)y1+y2) jest izomor�czna z grup¡ przeksztaªce« a�nicznych pro-
stej zachowuj¡cych orientacj¦.

Przypominam »e ró»niczkowaniem na pier±cieniu funkcji gªadkich T nazy-
wamy R-liniowe odwzorowanie D : T 7→ T speªniaj¡ce wzór Leibnitza D(fg) =
fD(g) +D(f)g

6. Sprawd¹ »e je±li D1 i D2 s¡ ró»niczkowaniami to ich komutator D1D2 −
D2D1 te» jest ró»niczkowaniem.

7. U»ywaj¡c wzór (Xf)(g) = ∂tf(γ(t)g)|t=0 (tzn. Xf(g) to warto±¢ po-
chodnej wy»ej dla t = 0) gdzie γ jest wybran¡ krzyw¡ z wektorem stycznym
X wyznacz algebry Liego nast¦puj¡cych grup: grupy Heisenberga i GL(n,R)
(grupy rzeczywistych macierzy odwracalnych n na n).

Wskazówka: Dobierz γ tak by upro±ci¢ obliczenia. By wyznaczy¢ nawias
Liego wystarczy testowa¢ na niedu»ej liczbie funkcji, np. dla GL(n,R) wystarczy
obliczy¢ (XY − Y X)f dla liniowych f .
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