1. Niech L bedzie skoriczenie wymiarowsa algebra Liego nad cialem dowolnej
charakterystyki i C' bedzie podalgebra Cartana w L. Pokaz ze L = C + [L, L].

2. Pokaz ze jesli N € A C L, N jest podalgebra Cartana w L, A jest
podalgebra L, to N jest podalgebra Cartana w A.

3. Niech L bedzie rozwiazalna algebra Liego nad cialem algebraicznie do-
mknietym charakterystyki 0 i niech N bedzie podalgebra Cartana w L. Wiemy
ze
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gdzie A sa funkcjonalami pierwiastkowymi za$ Ly odpowiednimi podprzestrze-
niami pierwiastkowymi. Kazde A rozszerzamy z N na L ktadac A(z) = 0 dla
x € V. Pokaz ze to poprawnie definiuje A na L i ze tak rozszerzone A nie zaleza
od wyboru N.

4. Niech A = sl(n, F,) oznacza algebre Liego macierzy n na n o sladzie 0
nad cialem g-elementowym F, charakterystyki p. Dalej zakladamy ze n > 2.
Uzasadnij ze jesli p > 3 lub p = 2, n > 3 to macierze diagonalne D w A daja
podalgebre Cartana, tzn. mamy D = Ay w rozktadzie
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(i rozklad istnieje). W przypadku n = p = 2 cala algebra A jest nilpotentna.
Uzasadnij ze dla p > 3 przestrzenie A, dla a # 0 w rozkladzie wyzej sa jed-
nowymiarowe. Dla p = 2, n > 3 przestrzenie A, maja wymiar 2. Sprawdz ze
jesli ¢ < n to nie istnieje element ¢ € D taki ze ad. jest odwracalny na V, w
przeciwnym razie, jesli n > 2 to taki element istnieje.

Uzasadnij ze dla p nie dzielacego n algebra A jest prosta. W przypadku gdy p
dzieli n algebra A ma jednowymiarowe centrum Z. Sprawdz ze dla n > 3 algebra
A/Z jest prosta i ze Z C [A, A] (co oznacza ze nie ma podalgebry dopelniczej
do Z). Sprawdz ze dla p = 2 forma Killinga jest zerowa na A, za$ dla p > 3 nie
dzielacego n jest niezerowa.

5. Niech J bedzie macierza blokowo-diagonalng rozmiaru 2n na 2n z dwu-
wymiarowymi blokami postaci
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na diagonali i niech sp(n, K) bedzie przestrzenia macierzy nad cialem K spel-
niajacych warunek A7J 4+ JA = 0 gdzie AT oznacza macierz transponowans.
Sprawdz ze sp(n, K) jest algebra Liego z komutatorem jako nawiasem Liego.
Sprawdz ze dla n = 1 algebra sp(n, K) jest rowna sl(2, K). Sprawdz ze forma
sladowa Tr(AB) jest niezmiennicza i niezdegenerowana na sp(n, K) o ile charak-
terystyka K jest rozna od 2. Sprawdz ze zbior C' macierzy blokowo-diagonalnych
z blokami bedacymi wielokrotnoscia bloku wyzej jest podalgebra Cartana w
sp(n, K) i ze sp(n, K) jest algebra prosta o ile charakterystyka K jest rozna od
2.

6. Niech g = sl(2,C). Niech R = C[t,t~!] oznacza pierscieri funkcji wymier-
nych ktorych mianownik jest wielokrotnoscia ¢. Niech k = g®¢ R. k jest algebra
Liego nad R, ale potraktujemy ja jako algebre Liego nad C. Uzasadnij ze kazdy
ideal w k jest modutem nad R (czyli faktycznie jest idealem k traktowanego
jako algebre Liego nad R). Sprawdz ze jesli I jest idealem w R, to g ®c I jest



idealem w k. Na R wprowadzamy rézniczkowanie D wzorem Dr = td,r. Niech
A bedzie produktem polprostym CD z k, gdzie CD traktujemy jako algebre
przemienng ktora dziala przez naturalne rozszerzenie D na k. Niech h bedzie
podalgebrg Cartana w g ktoére utozsamiamy ze podalgebra g ® 1 w k. Wtedy
CD @ h jest podalgebra Cartana w A.

Komentarz: Algebry w stylu k wyzej nazywa sie algebrami petli.

7. Niech gl(oco, K') bedzie algebra Liego nieskoriczonych macierzy nad ciatem
K ktore maja tylko skonczenie wiele niezerowych elementéw (nawias Liego to
komutator macierzy). Uzasadnij ze dla takich macierzy $lad jest dobrze zdefi-
niowany i ze podprzestrzeri macierzy A = sl(co, K) macierzy o $ladzie 0 jest
podalgebra. Uzasadnij ze macierze diagonalne C o $ladzie 0 daja podalgebre
Cartana w A w nastepujacym sensie: C' jest algebra przemienna, operatory ad.
dla ¢ € C diagonalizuja sie i C' jest wspolng podprzestrzenia zerowa, ale nie
istnieje ¢ z ad. odwracalnym na A/C. Uzasadnije ze A jest prosta. A jako po-
dalgebra dziala (przez ad) na gl(co, K) i jest podprzestrzenia niezmiennicza.
Uzasadnij ze nie istnieje A-niezmiennicza podprzestrzen dopetnicza.

8. Sprawdz ze jesli pierscien podstawowy zawiera liczby wymierne to alge-
bra symetryczna (tzn. tensory podzielne przez komutatory) jest izomorficzna z
tensorami symetrycznymi (niezmienniczymi na permutacje czynnikéw). Niech g
bedzie algebra Liego nad cialem charakterystyki 0. Odwzorowanie symetryzacji
s:5(g) = U(g) z algebry symetrycznej do uniwersalnej algebry obwiedniej g
defininijemy jako obciecie odwzorowania ilorazowego T'(g) — U(g) do tensorow
symetrycznych. Sprawdz ze dla g € g operator ad, jednoznacznie przedtuza si¢
do rozniczkowania S(g) jak i do rozniczkowania U(g). Prowadzi to do dziata-
nia g na S(g) jak i na U(g). Elementy S(g) ktore przechodza na 0 przy tym
dziataniu nazywamy niezmienniczymi.

Uzasadnij ze s jest liniowe i na (ale zwykle nie jest homomorfizmem). Uza-
sadnij ze s komutuje z dziataniem g przez rézniczkowania, tzn. s jest homomor-
fizmem odpowiednich moduléw Liego nad g. Wywnioskuj stad ze centrum Z(g)
algebry U(g) to obraz elementéw niezmienniczych w S(g).

9. Niech G bedzie zwarta grupa Liego za$ A algebra Liego G. Pokaz ze

e A jest suma prosta swoich ideatow

e A jest sumg prostg algebry polprostej i abelowe;j

A jesli A jest potprosta to forma Killinga A jest ujemnie okreslona

kazdy skoriczenie wymiarowy A-modutl Liego jest sumg prosta modulow
prostych

10. Niech A bedzie algebra Liego nad cialem charakterystki p i niech D
bedzie rozniczkowaniem A. Uzasadnij ze DP tez jest rozniczkowaniem A.

11. Niech g bedzie algebra Liego nad ciatem charakterystyki 0. Oznaczmy
przez g[[t]] algebre formalnych szeregéw potegowych o wspolezynnikach w g.
g[[t]] mozna traktowac jako uzupelnienie algebry g ® i K[t] gdzie K[t] oznacza
pierscien wielomianéw jednej zmiennej t o wspolezynnikach K (sprecyzuj to).
Uzasadnij ze wzor Campbella-Bakera-Hausdorffa daje szereg zbiezny w gl[t]], a
wiec wprowadza na gl[t]] strukture grupy.



