1. Wyznacz podgrupy jednoparametrowe w grupie z zadania 5 z listy 1.

2. Wyznacz obraz odwzorowania eksponencjalnego w grupie SL(2,R) rze-
czywistych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku 1.

3. Pokaz ze jesli grupa Liego G ma strukture rzeczywista analityczng (tzn.
przej$cia miedzy mapami i operacje grupowe rozwijaja sie lokalnie w zbiezny
szereg potegowy), za$ h jest homomorfizmen klasy C! z R w G to h jest rzeczy-
widcie analityczny.

Definicja: Operacja D jest rézniczkowaniem algebry Liego A nad pierscie-
niem R jesli D jest R-liniowe i spelnia wzor Leibnitza: D[z, y] = [Dz, y]+[z, Dy].

4. Niech h bedzie gltadka jednoparametrows podgrupa grupy automorfizmow
skonicznie wymiarowej algebry Liego g nad liczbami rzeczywistymi (gladkosé h
oznacza gltadkosé jako odwzorowanie o warto$ciach w operatorach liniowych na
g). Pokaz ze istnieje rdzniczkowanie D na g takie

h(t) —_ etD _ i (tD)k.

k!
k=0
5. Sprawdz ze przy ustalony s # 0 it # 0 odwzorowanie h; ; zadane wzorem
hs,t(xv Y, Z) = (8.13, ty? StZ)

jest automorfizmem grupy Heisenberga.

Uwaga: To pokazuje ze grupa Heisenberga jest grupg jednorodng.

6. Niech Aut(H) oznacza grupe automorfizméw grupy H, za$ A jest homo-
morfizmem 7z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mnozenie
wzorem:

(g1,h1)(92, h2) = (9192, (A(g5 " )h1)h2)

Otrzymujemy w ten sposéb grupe nazywana produktem poélprostym G i H
(sprawdz). Pokaz ze jeSli G i H sa grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gladkim (jako odwzorowanie z G x H w H) to produkt potprosty G i H jest
grupa Liego.

7. Przestaw jako produkt polprosty nastepujace grupy: grupe przeksztatcen
afinicznych na przestrzni euklidesowej, grupe izometrii przestrzeni euklidesowej,
grupe Heisenberga, grupe macierzy gorno-trojkatnych (tzn. takich ze wszyskie
elementy ponizej diagonali sg zerami).

8. Przestrzen k-dzetéw odwzorowan R™ w R™ w punkcie 0 to przestrzen ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gtadkich z R™ w R"™ przez podprzestrzen
funkeji ktérych k£ + 1 pochodnych w 0 znika. Z definicji wynika 7e pochodne do
rzedu k w 0 sa dobrze zdefiniowane dla k-dzetow (nie zaleza od wyboru repre-
zentantow). Pokaz ze przestrzen k-dzetow odwzorowan R™ w R"™ w punkcie 0
takich ze warto$¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturalng
strukture grupy Liego (dzialaniem jest skladanie (dzetow) odwzorowar).

9. Niech A bedzie nieskonczenie wymiarows przestrzenia wektorows, z baza
X,Y1,...,Y,,.... Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Y;] = —[V;, X]| =
Yi+1 zas [Y;,Y;] = 0. Sprawdz ze to nam zadaje algebre Liego i ze A jest gene-
rowana przez X 1 Y7 (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawierajaca X i Y;
jest rowna A).

10. Niech Df = 92f, Mf(x) = 22f(z), Jf(z) = 22(0.f)(z) + f(z). Po-
kaz ze operatory D, M, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego (z komutatorem



jako nawiasem Liego). Podobnie ¢D, iM, J rozpinaja rzeczywista algebre Liego.
Sprawdz ze te dwie algebry sg izomorficzne 7 algebra macierzy 2 x 2 o §ladzie 0.



