
1. Wyznacz podgrupy jednoparametrowe w grupie z zadania 5 z listy 1.
2. Wyznacz obraz odwzorowania eksponencjalnego w grupie SL(2,R) rze-

czywistych macierzy 2× 2 o wyznaczniku 1.
3. Poka» »e je±li grupa Liego G ma struktur¦ rzeczywist¡ analityczn¡ (tzn.

przej±cia mi¦dzy mapami i operacje grupowe rozwijaj¡ si¦ lokalnie w zbie»ny
szereg pot¦gowy), za± h jest homomor�zmen klasy C1 z R w G to h jest rzeczy-
wi±cie analityczny.

De�nicja: Operacja D jest ró»niczkowaniem algebry Liego A nad pier±cie-
niem R je±liD jest R-liniowe i speªnia wzór Leibnitza:D[x, y] = [Dx, y]+[x,Dy].

4. Niech h b¦dzie gªadk¡ jednoparametrow¡ podgrup¡ grupy automor�zmów
sko«cznie wymiarowej algebry Liego g nad liczbami rzeczywistymi (gªadko±¢ h
oznacza gªadko±¢ jako odwzorowanie o warto±ciach w operatorach liniowych na
g). Poka» »e istnieje ró»niczkowanie D na g takie

h(t) = etD =

∞∑
k=0

(tD)k

k!
.

5. Sprawd¹ »e przy ustalony s ̸= 0 i t ̸= 0 odwzorowanie hs,t zadane wzorem

hs,t(x, y, z) = (sx, ty, stz)

jest automor�zmem grupy Heisenberga.
Uwaga: To pokazuje »e grupa Heisenberga jest grup¡ jednorodn¡.
6. Niech Aut(H) oznacza grup¦ automor�zmów grupy H, za± A jest homo-

mor�zmem z G w Aut(H). Na produkcie grup G i H wprowadzamy mno»enie
wzorem:

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, (A(g−1
2 )h1)h2)

Otrzymujemy w ten sposób grup¦ nazywan¡ produktem póªprostym G i H
(sprawd¹). Poka» »e je±li G i H s¡ grupami Liego i A jest odwzorowaniem
gªadkim (jako odwzorowanie z G × H w H) to produkt póªprosty G i H jest
grup¡ Liego.

7. Przestaw jako produkt póªprosty nast¦puj¡ce grupy: grup¦ przeksztaªce«
a�nicznych na przestrzni euklidesowej, grup¦ izometrii przestrzeni euklidesowej,
grup¦ Heisenberga, grup¦ macierzy górno-trójk¡tnych (tzn. takich »e wszyskie
elementy poni»ej diagonali s¡ zerami).

8. Przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rm w Rn w punkcie 0 to przestrze« ilo-
razowa przestrzeni wszystkich funkcji gªadkich z Rm w Rn przez podprzestrze«
funkcji których k + 1 pochodnych w 0 znika. Z de�nicji wynika »e pochodne do
rz¦du k w 0 s¡ dobrze zde�niowane dla k-d»etów (nie zale»¡ od wyboru repre-
zentantów). Poka» »e przestrze« k-d»etów odwzorowa« Rn w Rn w punkcie 0
takich »e warto±¢ w 0 to 0 i pierwsza pochodna jest odwracalna ma naturaln¡
struktur¦ grupy Liego (dziaªaniem jest skªadanie (d»etów) odwzorowa«).

9. Niech A b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z baz¡
X,Y1, . . . , Yn, . . . . Na A zadajemy nawias Liego wzorem [X,Yi] = −[Yi, X] =
Yi+1 za± [Yi, Yj ] = 0. Sprawd¹ »e to nam zadaje algebr¦ Liego i »e A jest gene-
rowana przez X i Y1 (tzn. najmniejsza podalgebra Liego A zawieraj¡ca X i Y1

jest równa A).
10. Niech Df = ∂2

xf , Mf(x) = x2f(x), Jf(x) = 2x(∂xf)(x) + f(x). Po-
ka» »e operatory D,M, J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego (z komutatorem
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jako nawiasem Liego). Podobnie iD, iM , J rozpinaj¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego.
Sprawd¹ »e te dwie algebry s¡ izomor�czne z algebr¡ macierzy 2× 2 o ±ladzie 0.
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