1. Pokaz ze spdjna i przemienna grupa Liego jest produktem pewnej iloci
prostych i okregow.

Wskazowka: Najpierw pokaz ze exp jest homomorfizmem na podgrupe otwarta.
Potem opisz jadro.

2. Pokaz ze jesli I; i Iy s ideatami w algebrze Liego B, zas A; i As sa
podalgebrami to Iy + Iy, I1 N Is i [I1, I5] sa idealami zas Iy + A1 1 A1 N As sa
podalgebrami.

3. Przypominam ze dla x z algebry Liego A operator ad, jest zdefiniowany
wzorem ad,(y) = [z,y]. Wyznacz wartosci i wektory wlasne operatora ad, dla
A bedacego algebra macierzy n na n i x bedacego macierza diagonalng. Pokaz
ze w algebrze sl(n,R) macierzy rzeczywistych o $ladzie 0 nie ma podprzestrzeni
niezmienniczych roznych od calej algebry i {0} wspolnych dla wszystkich ope-
ratorow ad,.

Komentarz: Takie algebry nazywamy algebrami prostymi.

4. Sprawdz ze suma prosta algebr Liego A; i Ay zdefinowana jako ich suma
prosta jako moduléow z nawiasem Liego po sktadowych [(x1,x2), (y1,¥2)] =
([x1,91], [x2,y2]) jest algebra Liego. Sprawdz ze jesli B jest R-liniowym od-
wzorowaniem z A; w rozniczkowania Ay speliajacym B([z,y]) = B(x)B(y) —
B(y)B(x) (tzn. B jest homomorfizmem algebr Liego) to wzor

[(z1,22), (y1,92)] = ([21,91], = (B(y1))z2 + (B(21))y2 + [y1,y2))

zadaje nawias Liego na sumie prostej A; i Ay jako modutéw. Sume prosta Ay
i Ay jako moduléw z takim nawiasem Liego nazywamy produktem polprostym
algebr Liego. Oczywiscie produkt potprosty zalezy od wyboru odwzorowania B.

5. Uzasadnij ze algebra Liego produktu pétprostego grup Liego jest produk-
tem poétprostym ich algebr Liego.

6. Pokaz ze algebra Liego A jest produktem polprostym wtedy i tylko wtedy
gdy A zawiera dwa podmoduly A; i As takie ze A = Ay & As jako modul, A
jest podalgebra (tzn. dla 2,y € Ay rowniez [z,y] € A)) idlaz € A, y € Ay
mamy [z,y] € As.

7. Pokaz ze jesli rzeczywista algebra Liego A zawiera element x taki ze
ad, ma niezerowa rzeczywista wartos¢ wlasna, to zawiera tez podalgebre Liego
izomorficzna z algebra Liego grupy przeksztalcen afinicznych prostej (grupy ’ax
+b).

8. Niech G bedzie grupa operatoréw liniowych na C*°(R) generowana przez
operatory przesuniecia i operatory mnozenia przez funkcje postaci exp(iP(z))
gdzie P jest dowolnym wielomianem rzeczywistym stopnia nie przekraczajacego
ustalonego n. Przedstaw G i algebre Liego G jako produkt poélprosty. Uzasadnij
ze dla n = 1 algebra Liego G jest izomorficzna z algebra Liego grupy Heisen-
berga. Uzasadnij ze w algebrze Liego G wszystkie operatory ad, sa nilpotentne,
tzn. istnieje takie m ze ad]’ = 0.

Komentarz: Podobna konstrukcja ma sens na R¥.



