Podaje definicje: Centrum grupy G to zbior takich elementow z € G ze dla
kazdego x € G zachodzi zz = zzx. Centrum algebry Liego g to zbior takich
elementow Z € g ze dla kazdego X € g zachodzi [X, Z] = 0.

1. Niech G bedzie grupa Liego z algebra Liego g. Uzasadnij ze jesli centrum
g jest trywialne to centrum G jest dyskretne.

2. Uzasadnij ze dyskretna podgrupa normalna spéjnej grupy Liego G jest
zawarta w centrum G.

3. Podobnie do rzeczywistych grup Liego mozna zdefinowaé zespolone grupy
Liego: rozniczkowalno$é jest w sensie zespolonym, algebra Liego jest nad licz-
bami zespolonymi. Uzasadnij ze dla zespolonych grup Liego jes$li homomorfizm
algebr odpowiadajacy gtadkiemu homomorfizmowi jest zespolony to homomor-
fizm grup jest holomorficzny (r6zniczkowalny w sensie zespolonym). Podaj przy-
ktad gladkiego homomorfizmu zespolonych grup Liego ktéry nie jest holomor-
ficzny.

4. Niech H C G bedzie podgrupa Liego. Zaktadamy ze G i H sa spoOjne.
Uzasadnij ze jesli algebra Liego H jest idealem w G to automorfizmy wewnetrzne
G dzialaja w sposob ciagly na H. Podobnie, jesli dodatkowo G i H sa grupami
zespolonymi (przy tym wlozenie H w G jest holomorficzne) to automorfizmy
wewnetrzne G dzialaja w sposoéb holomorficzny na H.

Wskazowka: Uzyj odwzorowanie wyktadnicze by pokazaé¢ najpierw cigglosé
w jedynce a potem prawe przesuniecia by dostaé ciggtosé¢ w dowolnym punkcie.

Definicja: Algebra Liego g jest prosta jesli jest nieprzemienna i jedyne pod-
przestrzenie (podmoduly) g niezmiennicze na dzialanie wszystkich operatorow
adg, x € g to g i {0}.

5. Pokaz ze jesli G jest grupa Liego z prosta algebra Liego, to istnieje k takie
ze dla kazdego x € G ktory nie nalezy do centrum G dla F' zadanego roéwnoscia,
F = Agz = {gzg~' : g € G} zbior (FF~1)* zawiera otoczenie e w G.

Wskazowka: F zawiera krzywa gladks, FF~! zawiera krzywa gladka prze-
chodzaca przez e i majaca niezerowy wektor styczny w e.

6. Pokaz ze jesli G jest spojna grupa Liego z prosta algebra Liego, to kazdy
wlasciwy dzielnik normalny G jest zawarty w centrum G.

7. Niech g bedzie algebra Liego nad cialem k charakterystyki 0. Zakladamy
ze D jest nilpotentnym rozniczkowaniem g. Nilpotentnym oznacza tu ze D jest
operatorem nilpotentnym, tzn. istnieje takie k ze D* = 0. Uzasadnij ze wzor
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definiuje jednoparametrows grupe automorfizmow g, tzn. exp(t; D) exp(te D) =
exp((t1 + t2)D) i przy ustalonym ¢ € k odwzorowanie exp(tD) jest automorfi-
zmem g.

8. Niech g bedzie algebra Liego nad pierécieniem z jedynka R i niech D bedzie
endomorfizmem g jako R-modutu. Niech g rowna sie R @ g jako R-modul. Na
g wprowadzamy operacje [, | wzorem

[(tvx)’ (Sv y)] = (07tDy —sDx + [m,y])

Uzasadnij ze D jest rézniczkowaniem g wtedy i tylko wtedy gdy powyzsza opera-
cja zadaje nawias Liego (tzn. g jest algebra Liego). Wskazowka: Potowa wynika
z zadania z poprzedniej listy.



9. Niech R = R[X]/(X?) (tzn. R jest rozszerzeniem R o elemet x taki ze
22 = 0), L jest R-algebra Liego i niech L bedzie zbiorem formalnych sum postaci
a + xb gdzie a,b € L z naturalnymi dzialaniami. Sprawdz ze L jest algebra
Liego nad R. Pokaz ze jesli D jest rézniczkowaniem L, to wzor A(s + xt) =
s+ xz(t + D(s)) gdzie s,t € L (za$ L utozsamiamy z podzbiorem L), zadaje
automorfizm L. Ponadto, kazdy automorfizm L ktory jest tozsamoscia na L JxL
jest takiej postaci.



