1. Uzasadnij ze

exp([X,Y]) = nh_)rréc (exp(—X/n) exp(Y/n) exp(X/n) exp(—Y/n))n2 .

Wskazowka: Postepujac jak w notatkach z wyktadu 3 mozna obliczyé po-
chodna 050; exp(—sX ) exp(tY') exp(sX) exp(—tY). Wzor wyzej dostaniemy wtedy
stosujac rozwiniecie Taylora.

2. Pokaz ze dla zespolonych grup Liego zachodza twierdzenia o podgrupie i
homomorfizmie podane na wyktadzie: jesli mamy zespolong podalgebre to pod-
grupa jest zespolona, jesli homomorfizm algebr jest zespolony to homomorfizm
grup jest holomorficzny (rézniczkowalny w sensie zespolonym).

3. Uzasadnij ze centrum Z grupy Liego G jest podgrupa Liego. Pokaz ze jesli
G jest spojna to algebra Liego Z to centrum algebry Liego G.

4. Ktoére z nastepujacych grup sa jednospoéjne: grupa Heisenberga, grupa
SL(2,R) rzeczywistych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SU(2) unitar-
nych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1, grupa SO(3) ortogonalnych macierzy 3
na 3 o wyznaczniku 1, grupa SL(2,C) zespolonych macierzy 2 na 2 o wyznacz-
niku 1, grupa SL(3,R) rzeczywistych macierzy 3 na 3 o wyznaczniku 1. Dla
grup ktore nie sa jednospdjne opisz centrum grupy nakrywajacej (jednospojnej
grupy z ta sama algebra).

Wskazowka: Macierze mozna zapisa¢ w postaci OL gdzie O jest ortogonalne
lub unitarne, za$ L jest macierza trojkatna.

5. Pokaz ze jesli G jest grupa zwarta, U jest otoczeniem e w G, k jest liczba
naturalna, to istnieje otoczenie jedynki V takie ze ((AgV)(AcV) " HF C U.

6. Pokaz ze jesli Gy jest grupa Liego z prosta algebra Liego zas G jest jest
grupa zwartg to kazdy (algebraiczny) homomorfizm z G; do G2 jest ciagly.

7. Przestrzen rzutowa P(K,n) nad cialem K to iloraz K"t — 0 w ktérym
utozsamiamy x z Az dla dowolnego A # 0. Macierze n + 1 na n + 1 nad K w
naturalny sposob dziataja na P(K,n). Wyznacz orbity dziatania SL(2,R) i ma-
cierzy gornotrojkatnych na P(C, 1). Pokaz ze macierze gornotrojkatne dziataja
tranzytywnie na orbitach SL(2,R) maksymalnego wymiaru.

8. Przestrzenia jednorodna grupy G nazywamy przestrzeri na ktorej G dziata
tranzytywnie. Przedstaw przestrzenie rzutowe i sfery jako przestrznie jedno-
rodne.



