
1. Poka» »e algebra Heisenberga, algebra grupy z zadania 8 z Listy 3 i al-
gebra macierzy górnotrójk¡tnych z zerami na diagonali s¡ nilpotentne. Poka»
»e algebra grupy przeksztaªce« a�nicznych prostej, grupy izometri pªaszczyzny,
algebra macierzy górnotrójk¡tnych i algebra z zadania 9 Listy 2 s¡ rozwi¡zalne.

2. Uzasadnij »e algebra prosta nie jest rozwi¡zalna.
3. Uzasadnij »e spójna grupa Liego jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy

jej algebra Liego jest nilpotentna.
4. Indukcyjnie uzasadnij »e gk i gk zde�niowane przed de�nicjami algebr

rozwi¡zalnych i nilpotennych s¡ ideaªami w g.
5. Uzadnij »e ka»da podalgebra i ka»dy iloraz przez ideaª algebry rozwi¡zal-

nej (czy nilpotentnej) jest rozwi¡zalny (odpowiednio nilpotentny). Uzadnij »e
algebra która ma rozwi¡zalny ideaª taki »e iloraz przez ten ideaª jest rozwi¡zalny
jest algebr¡ rozwi¡zaln¡.

6. Uzasadnij »e rozwi¡zalna algebra Liego g zawiera ideaª abelowy a. Uza-
sadnij »e sko«czenie wymiarowa rozwi¡zalna algebra Liego nad ciaªem liczb rze-
czywistych wymiaru co najmniej 2 zawiera podalgebr¦ (rozwi¡zaln¡) wymiaru 2
lub wymiaru 3. Uzasadnij »e je±li g jest nieprzemienna to algebr¦ wy»ej mo»na
wybra¢ tak by byªa ona nieprzemienna. Opisz (sklasy�kuj) wszystkie rozwi¡-
zalne algebry Liego nad ciaªami liczb rzeczywistych i zespolonych o wymiarze
nie przekraczaj¡cym 3.

Wskazówka: W drugim i trzecim punkcie rozwa» dziaªanie ad na a. Je±li jest
ono trywialne rozwa» g/a.

7. Poka» »e sko«czenie wymiarowa rozwi¡zalna algebra Liego nad ciaªem
zawiera ideaª kowymiaru 1. Wywnioskuj st¡d »e taka algebra Liego jest iterowa-
nym produktem póªprostym algebr jednowymiarowych. Podobnie, jednospójna
grupa Liego z rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego jest iterowanym produktem póªprostym
prostych.

Wskazówka: Ka»da podprzestrze« zawieraj¡ca [g,g] jest ideaªem.
8. Uzasadnij »e algebra Liego g jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy

ma nietrywialne centrum z i g/z jest nilpotentna. Sformuªuj i udowodnij ana-
logiczny warunek dla grup.

9. Poka» »e je±li algebra Liego g jest nilpotentna i g/[g,g] jest generowane
przez x1, . . . , xn to x1, . . . , xn tak»e generuj¡ g.

Wskazówka: Indukcyjnie poka» »e x1, . . . , xn generuj¡ g/gi dla dowolnego
i ≥ 1.

10. Poka» »e nilpotentna algebra Liego ze sko«czonym zbiorem generatorów
jest sko«czenie wymiarowa.
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