1. Pokaz ze skoriczenie wymiarowa algebra Liego A nad cialem zawiera mak-
symalny ideal rozwiazalny.

Wskazowka: Uzasadnij ze gdy I i Is sa ideatami rozwiazalnymi w A to 11+ I
jest idealem rozwiazalnym.

2. Uzasadnij ze jesli A jest skoniczenie wymiarows rozwigzalng algebra Liego
nad cialem charakterystyki 0, D jest rézniczkowaniem A to operator adp ) jest
nilpotentny dla dowolnego y € A.

Wskazowka: Uzyj wynik o nilpotentnosci [A4, A] dla odpowiedniej algebry
pomocniczej.

3. Pokaz ze jesli N1 i Ny sa nilpotentnymi ideatami to réwniez N1 + N jest
ideatem nilpotentnym. Wywnioskuj stad ze algebra Liego A skoriczonej dtugosci
(skoricznie wymiarowa jesli pierscieri podstawowy to cialo) zawiera maksymalny
ideat nilpotentny, tzn. taki ideal nilpotentny N ze dowolny ideal nilpotentny A
jest zawarty w N.

Wskazowka: Jesli N jest idealem nilpotentnym w A to [A, Nx| C N, gdzie
Ny, to ciag z definicji algebry nilpotentnej.

4. Niech cialo K bedzie algebraicznym domknieciem ciala p-elementowego
gdzie p jest liczba pierwsza. Rozwazmy przestrzen wektorowa V nad K wymiaru
p z baza e;, i = 0,...,p — 1. Operator X definiujemy wzorem Xe; = ie;—1 (w
szezegolnosei Xeg = 0). Operator YV definiujemy wzorem Ye; = e;41 dlai < p—1
iYe,_1 = ep. Sprawdz ze X i Y generujg nilpotentng algebre¢ N endomorfizméw
V. Sprawdz ze N nie ma wspolnego wektora wtasnego.

Uwaga: Oznacza to ze w twierdzeniu Liego i w lemacie o reprezentacjach
algebr nilpotentnych zalozenie charakterystyki O jest istotne.

5. Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw nad R jednej zmiennej x. Na
V rozpatrujemy operatory X = 0, oraz M,(¢) = pq dla p € V. Niech V} be-
dzie przestrzenia wielomianéw stopnia nie przekraczajacego k. Niech Ay bedzie
algebra Liego generowang przez X i Vi za§ A = @72 Ay.

Uzasadnij ze Ay jest ideatem nilpotentnym w A. Uzasadnij ze A nie zawiera
maksymalnego ideatu nilpotentnego.

6. Rozwazmy przestrzenn V' i algebre A; w notacji z poprzedniego zadania.
V jest modutem Liego nad A;. Uzasadnij ze V nie zawiera niezerowych pod-
modutéw Liego réznych od V (czyli V' jest modutem prostym). W szczegolnosci
elementy A; nie majg wspolnego wektora wlasnego.

7. Niech A bedzie algebra Liego nieskonczonych macierzy gérnotréjkatnych
o elementach wymiernych z zerami na diagonali i majacych tylko skonczenie
wiele niezerowych elementéw. Uzasadnij ze kazdy element A zadaje nilpotentny
operator liniowy, ale A nie jest nilpotentna.

Definicja: Dlugoscia nilpotentnej algebry Liego g nazywamy minimalne &
gdzie k jest numerem g = 0 w definicji nilpotentnosci.

8. Pokaz ze dla danego n i k istnieje wolna algebra nilpotentna N,, , dtugosci
co najwyzej k generowana przez n elementéw. Doktadniej, IV, 1. jest taka algebrag
Liego ze dla dowolnej nilpotentnej algebry Liego B dtugosci co najwyzej k i
odwzorowania h ze zbioru generatorow {1, ..., z,} w B istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie h : N,  +— B takie 7e h(z;) = h(z;). Dla skoiiczonego n algebra
Ny, 1 jest skoiiczenie wymiarowa.

Uwaga: Nilpotentnosé jest kluczowa zeby dostaé skoriczony wymiar. Miano-
wicie, algebra A z zadania 8 z listy 2 jest nieskoricznie wymiarowa rozwigzalna
algebra Liego o dwu generatorach. Przy tym [A, A] jest algebra przemienna
(takie algebry nazywamy metaabelowymi).



9. Algebra Liego sl1(2,R) jest generowana przez elementy H, X, Y takie ze
H=[X,Y], [H,X] =2X, [H,Y] = —2Y. Niech vg, k = 0,...,m bedzie baza
przestrzeni m+ 1 wymiarowej przestrzeni V;,, (m > 1). Sprawdz ze wzory Hoy, =
(2k — m)vg, Xvg = (m — k)vgs1, Yo = kvg—1 zadaja na V,, strukture modutu
Liego nad s1(2, R). Modut ten jest izomorficzny z naturalnym dziataniem sl(2, R)
na wielomianach jednorodnych stopnia m. Ponadto modutl ten jest prosty (tzn.
nie zawiera niezerowych podmodultéw Liego réznych od siebie).

10. Algebra Liego so(n,C) sktada sie z macierzy antysymetrycznych wy-
miaru n X n. Sprawdz ze podalgebra ¢ algebry so(n, R) sktadajaca sie elementow
majacych postaé¢ blokowo-diagonalng z blokami 2 x 2 na diagonali jest maksy-
malna podalgebra przemienna w so(n, C). Znajdz wspolne wektory wtasne dla
c dzialajacego na so(n,C) za pomoca ad. Sprawdz ze nietrywialne przestrze-
nie pierwiastkowe V) dla A # 0 sg jednowymiarowe i ze Vy = c. Sprawdz ze
Va1 Vas] € Va4, Zilustruj geometrycznie mozliwe A dla n = 3,4,5 (niestety,
dla parzystych n dopiero n = 10 reprezentuje ogdlny przypadek). Sprawdz ze
so(4,C) jest suma prosta dwu podalgebr izomorficznych z sl(2, C).



