1. Niech cialo K bedzie cialem p-elementowym gdzie p jest liczba pierwsza.
Rozwazmy przestrzen wektorowa V nad K wymiaru p z baza e;, 1 =0,...,p—1.
Operator X definiujemy wzorem Xe; = ie; (w szczegolnosci Xeg = 0). Operator
Y definiujemy wzorem Ye; =e;y 1 dlai <p—1iYe,_1 =eg. Sprawdzze X iV
generujg rozwiazalng algebre A endomorfizméw V. Sprawdz ze istnieje element
[A, A] ktory nie jest operatorem nilpotentym.

2. Pracujemy nad cialem liczb wyiernych Q. niech p(z) = 2™ — a,,_12" ! —
-+« — ag bedzie wielomianem nieprzywiedlnym stopnia n. Niech V bedzie prze-
strzenig wektorowa nad Q z baza e;, i = 0,...,n — 1. Operator Y definiujemy
wzorem Ye; =e;y1 dlai <n—1,za$ Ye,—1 =an—1€n—1+ -+ apeg. V trak-
tujemy jako przemienng algebre Liego i niech A bedzie prduktem potprostym
algebry jednowymiarowej Qy z V' gdzie element bazowy y algebry jednowia-
rowej dziata na V jako Y. Uzasadnij V jako ideal w A ma strukture modutu
Liego nad A, uzasadnij ze jest to modul prosty. Niech K bedzie algebraicznym
domknieciem Q. Opisz stukture Vi jako modutu Liego.

3. Opisz strukture S ®pr G jesli R to liczby rzeczywiste zas S to liczby
zespolone. W szczegdlnosci, co wyjdzie jesli G to:

e algebra rzeczywistych macierzy 2 x 2 o $ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy 2 x 2 o §ladzie 0
e algebra zespolonych macierzy antyhermitowskich 2 x 2 o $ladzie 0

4. Uzasadnij ze jesli A jest algebra jednowymiarowa (tzn. modutem wolnym
nad R z jednym generatorem) to A jest przemienna za$ U(A) jest izomorficzne
z pierScieniem wielomianéw jednej zmienne;j.

5. Pokaz ze jesli algebra Liego A jest sumg prosta algebr A; i Ao, to algebra
obwiednia U(A) jest izomorficzna z iloczynem tensorowym U(A;) i U(Asz) z
dziataniem zadanym wzorem (z1 ® z2)(y1 ® y2) = (z122) ® (y1Y2)-

6. Produkt wolny R-algebr Liego A; i A5 definujemy jako taka R-algebre
Liego B z wlozeniami ¢; : A; — B, i = 1,2 ze dla dowolnej R-algebry Liego C' i
dowolnych homomorfizméw R-algebr Liego h; : A; — C, i = 1,2 istnieje doktad-
nie jeden homomorfizm R-algebr Liego h : B +— C, taki ze h; = h o ¢;. Uogdlnij
definicje na dowolng, niekoniecznie skoriczong rodzine algebr. Uzasadnij ze pro-
dukt wolny istnieje i jest jednoznaczny z doktadnoscia do izomorfizmu. Ponadto
pokaz ze produkt wolny odpowiedniej liczby kopii pierscienia R traktowanego
jako R-algebra Liego z zerowym komutatorem spelnia naturalna definicje wolnej
algebry Liego (sformutuj ta definicje).

7. Niech G bedzie grupa Liego z algebra Liego L, i niech D bedzie alge-
bra operatoréw rézniczkowych na G niezmienniczych na przesuniecia z prawej
strony (mnozenie to skladanie operatorow). Pokaz ze algebra obwiednia U (L)
jest izomorficzna z D.

Wskazowka: Rozpatrz dzialanie elementéw D na jednomianach w ukladzie
wpoOtrzednych.

8. Rozwazmy uniwersalna algebre obwiednig dla algebry Heisenberga i alge-
bry "ax + b" nad cialem charakterystyki 0. Uzasadnij ze centrum uniwersalnej
algebry obwiedniej algebry Heisenberga to uniwersalna algebra obwiednia cen-
trum algebry Heisenberga. Uzasadnij ze centrum uniwersalnej algebry obwied-
niej algebry "ax + b" jest trywialne (tzn. redukuje sie do ciata podstawowego).



Wskazowka: Rozwaz dziatanie elementéw bazy algebry na elementach bazy
uniwersalnej algebry obwiedniej. Przy naturalnym wyborze baz efekt dzialania
bedzie wielokrotnoscia innego elementu bazy algebry obwiedniej.

9. Niech A bedzie algebra Liego nad ciatem charakterystyki 0 generowang
przez elementy S, X 1Y, takaze [X,Y] =0, [S, X] =Y, [S,Y] = —X. Uzasadnij
ze centrum uniwersalnej algebry obwiedniej U(A) jest generowane przez element
X2 +v2



