1 Wprowadzenie

Teoria grup Liego zaczela sie od grup lokalnych gdzie operacja grupowa jest
zdefiniowana tylko lokalnie. Jednakze pojecie grupy lokalnej prowadzi do dosé
trudnych problemoéw ktorych niektére rozwigzania sg paradoksalne. Dlatego no-
woczesne ujecia pracuja z grupami, tzn. operacje grupowe sa zdefiniowane glo-
balnie. Grupy lokalne sa do$¢ mocno zwigzane z problemem istnienia grupy
Banacha-Liego z zadana algebra Banacha-Liego, dlatego warto znaé¢ podsta-
wowe wyniki o grupach lokalnych.

2 Grupy czesSciowe

Jesli P jest zbiorem, D C P X P to grupa cze$ciowa nazywamy czworke (e, j, m, P)
taka zee€ P, j: P — P, m: D — P i spelnione sa warunki nizej:

e Niech z,y,z € P beda takie ze (z,y) € D1i (y,2) € D. Jesli (m(z,y),2) €
D to (z,m(y,z)) € D im(m(x,y),z) = m(x,m(y,z)). Podobnie, jesli
(z,m(y,z)) € D to (m(z,y),z) € D.

e {¢} x P C D, Px{e} C Didla kazdego € P zachodza roéwnosci
m(e,x) = m(z,e) = x.

e Dla kazdego € P mamy (z,j(x)) € D, (j(z),z) € D i m(x,j(x)) =
m(j(x),z) =e.

e Jesli (z,y) € D to (j(y),j(x)) € D1ij(m(z,y)) =m(j(y),j(z)).

e nazywamy jedynka, j odwrotnoscia za§ m mnozeniem w grupie czesciowe;.
W dalszym ciggu zamiast j(x) bedziemy pisa¢ 21 a zamiast m(x,y) bedziemy
pisaé zy. Zamiast pisac¢ o czworce (e, j, m, P) bedziemy pisaé o parze (D, P) czy
wrecz o P. Jesli (z,y) € D to bedziemy mowic ze iloczyn zy jest zdefiniowany
(a w przeciwnym razie ze nie jest zdefiniowany).

Tak jak dla grup wida¢ ze jedynk e jest jedynym elementem spelniajacym
dla dowolnego = € P réownos¢ re = er = = za$ odwrotnosé jest jednoznanie
wyznaczona przez warunek zz ! = e lub warunek 'z = e.

Oczywiscie jesli P jest grupa a D = P x P to P jest tez grupa czesciows.
Odwrotnie, grupa cze$ciowa taka ze D = P x P jest grupa. Ogolniej, jesli P jest
podzbiorem pewnej grupy (lub grupy czesciowej) takim ze e € Pi P = P~} to
ograniczajac operacje grupowe do P otrzymamy grupe czesciowa.

Niech (D1, Py) i (D2, P;) beda grupami czesciowymi. Odwzorowanie ¢ :
P, — P, nazywamy homomorfizmem grup czesciowych (lub krécej homomor-
fizmem) jesli ¢»(D1) C Dy i dla kazdych x,y takich ze (z,y) € D; mamy
U(zy) = Y(z)Y(y).

Homomorfizm bedziemy nazywaé zanurzeniem jesli jest on réznowartosciowy.

Przyklad: (wolna grupa czesciowa). Niech X bedzie dowolnym zbiorem za$
F' grupa wolna generowang przez X. Utozsamiajac X z jego wlozeniem w F
przyjmujemy P = X U X 1 U{e}, D = {(z,y) € P x P : 2y € P}. Zuwazmy
ze dla z,y € P xy liczone w F jest stowem dtugosci 2 (czyli nie nalezy do P),
chyba ze zachodzi jeden z warunkéw: z =e, y = e, v =y~ 1. A wiec

D=Px{elu{e}x PU{(z,z™ Y :z e XUX '}



Z definicji na D mnozenie z F' daje wyniki w P, czyli po ograniczniu mnozenia z
F do D iodwrotnosci z F do P otrzymamy dobrze zdefiniowana grupe czesciowa.
Grupa ta ma nastepujaca wtasnosé: jesli f jest dowolnym odwzorowaniem z X
w grupe czeSciowa @ to istnieje dokladnie jeden homomorfizmem ¢ z P w Q
taki ze f = 1 o+ gdzie ¢ jest wlozeniem tozsamosciowym X w P. Mozna to
zilustrowa¢ diagramem

x—-0

By pokazaé¢ ta wlasno$¢ zauwazmy najpierw ze f zadaje jednoznacznie warto-
§ci 1 na X. Oczywiscie 1(e) to jedynka w Q. Na X ~! musimy mie¢ ¢(z~1) =
(1(z)) 1. Tak okreslone 1 jest homomorfizmem. Mianowicie, najpierw zauwazmy
ze dla kazdego © € P mamy ¥ (x~!) = ¢(x)~!. Dla = = e jest to oczywiste. Dla
x € X wynika to z okredlenia ¢y w2~ '. Dlaz € X!, czylix =y~ ! gdziey € X
mamy x~! =y czyli ¥(x~!) = ¥(y) i z okreslenia 1 mamy (z) = ¢ (y)~ L. Ale
w grupie czesciowej (z~1) ! = x, czyli

Oznaczmy przez D¢ dziedzine mnozenia w Q. Jak zauwazylismy wyzej (z,y) €
D implikuje jeden z trzech przypadkéw: © = e,y =eluby=2"'. Dlaz = ¢
mamy (¢(z),4¥(y)) = (e,9(y)) € Dq i

Y(x)h(y) = ev(y) = Y(y) = Y(ey) = Y(wy).

Podobnie dla y = e. Dla y = 7! jak powkazismy wyzej mamy 1 (y) = ¢ (x)
czyli

D(@)e(y) = v(x)Y(@) ™ = e =(e) = Y(za™") = ¥(zy)

czyli w kazdym przypadku mamy ¢ (zy) = ¥ (x)¥(y) co pokazuje ze 1 faktycznie
jest homomorfizmem.

Dotychczas mamy tylko przyklady grup czesciowych otrzymanych przez ogra-
niczenie operacji grupowej do podzbioru. Naturalnie pojawia sie pytanie czy
kazda grupa cze$ciowa jest otrzymana w ten sposéb. Dokladniej, pytamy sie czy
kazda grupa czesciowa moze by¢ zanurzona w grupe. Okazuje sie ze nie.

Przyktad: 777

Malcew podal kryterium pozwalajace rozstrzygac¢ czy grupe czesSciowa da
sie zanurzy¢ w grupe. Mianowicie, dla dowolnego ciagu elementéw py,pa, ..., pn
probujemy obliczaé¢ produkt pips...p, na rozne sposoby. Oczywiscie w gru-
pie dzieki tacznosci i temu ze dziatania sa zawsze okre$lone mozemy wykonac
dziatania w dowolnej kolejnosci a wynik nie zalezy od kolejnosci dziatai. W gru-
pie czesciowej mnozenie mozemy wykonaé tylko jesli argumenty sg w dziedzinie
mnozenia. Powiemy ze grupa czesciowa spelnia ogélne prawo tacznosci wtedy i
tylko wtedy gdy dla kazdego ciagu elementéw pi,po,...,p, wynik mnozenia o
ile jest zdefinowany nie zalezy do kolejnosci dzialan.

Lemat 2.1 Grupe czeSciowg P mozna zanurzyé w grupe witedy i tylko wtedy
gdy w P jest spetnione ogdlne prawo tgcznosci.



Dowad: Jak zauwazyliSmy wyzej, w grupie spelnione jest ogélne prawo lacz-
nosci, wiec jesli P zanurza sie w grupe to w P tez jest spelnione ogblne prawo
tacznosci. A wiec pozostaje pokazaé ze jesli w P spelnione jest ogblne prawo
tacznodci, to P zanurza sie w grupe. Grupe G zbudujemy nastepujaco: niech W
bedzie monoidem wolnym generowanym przez P, tzn. W jest zbiorem wszystkich
ciagow skonczonych (p1,...,pn) z p; € P (wliczajac w to ciag pusty). Mnozenie
w W to konkatenacja ciagéw, tzn.

(pl""’pn)(q17"'7qm):(plﬁ"'7pn7q17"'3qm)'

Dla a,b € W piszemy a — b (a moze by¢ przepisany w jednym kroku do b)
gdy b rézni sie od a tym ze dwa sasiednie elementy a sa zastapione przez ich
produkt w P (tzn. produkt jest zdefiniowany i daje odpowiednia wartos¢) lub
jesli a jest ciagiem jednoelementowym rownym (e), za$ b to ciag pusty. — jest
relacja. Relacje «» definujemy jako symetryczne domkniecie trazytywne —, tzn.
+> jest najmniejsza relacja rownowazno$ci zawierajaca —. W miare tatwo mozna
pokazac¢ ze a <> b wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ciag a = a1,a9,...,a = b
taki ze dla kazdego 1 < ¢ < k albo a; — a;41 albo a;4+1 — a;.

Grupe G definujemy jako zbior klas abstrakcji <> z dzialaniem ilorazowym,
tzn [a][b] = [ab]. Z definicji — widaé¢ 7ze a — ¢ implikuje ab — ¢b. Indukcyjnie
wynika stad ze a < ¢ implikuje ab <+ cb. Podobnie b < ¢ implikuje ab + ac.
A wiec klasa abstrakcji wyniku mnozenia nie zalezy od wyboru reprezentantow,
czyli mnozenie w G jest dobrze zdefiniowane. Jesli (py...p,) € W to réwniez
(pt,...,p7Y) € W. Przy tym (p;',...,p1 P15, pn) & e gdzie e jest je-
dynkg W czyli ciggiem pustym. Mianowicie, definicja — pozwala nam zastapic¢
w stowie wyzej pare p; L p1 przez wynik mnozenia czyli przez e. Jedli w ciaggu
wyzej wystepuje po to pare e, ps mozemy zastapi¢ przez samo ps. A wiec do-
staniemy ciag (p,;?,... ,pgl,pg, ..., Pn). Indukcyjnie, oryginalny ciag mozemy
zastapi¢ przez ciag jednoelementowy (e), ktory z kolei mozemy zastapié¢ przez
ciag pusty. Czyli dowolny element G ma lewg odwrotnosé. Podobnie pokazujemy
ze elementy G maja prawg odwrotnosé, czyli G jest grupa.

Odwzorowanie ¢ z P definujemy jako t(p) = [(p)] tzn. jako klase abstrak-
cji ciagu jednoelementowego (p). By zakoriczy¢ dowod lematu trzeba poka-
zaC ze . jest roznowarto$ciowa. By to zrobi¢ definijemy —* jako zwrotne do-
mkniecie tranzytywne —, tzn. a —* b wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ciag
a=ay,...,a; =btaki ze dla kazdego 1 < i < k zachodzi a; — a;41.

Teraz potrzebujemy nastepujacy lemat:

Lemat 2.2 Jesli a <> b to istnieje ¢ takie Zze c " a i c =" b.

Przyjmujac Lemat 2.2 za znany mozemy teraz zauwazy¢ ze dla a,b € P re-
lacja ¢ —* a daje wybor kolejnosci dziatan przy obliczaniu produktu elementéw
c. Relacja ¢ —* b daje inny wybor kolejnosci dziatan. Na mocy ogélnego prawa
tacznosci wynik nie zalezy od wyboru kolejnoéci dziatan, czyli a = b, co oznacza
ze faktycznie ¢ jest réznowartosciowe. O

Musimy teraz pokaza¢ Lemat 2.2. Aby to zrobi¢ pokazemy najpierw lemat
pomocniczy

Lemat 2.3 Jeslia —*b 1
a = (QIu"'7ql)7



b= (p1,--..pr)
to dla kazdego i € {0, ..., k} istnieje j € {0,...,1} takie ze

(QI7-"7qj) _>* (plv"' api)v

(@j+1--sq) =" (Piv1s-- - Pr)

Dowdd: Wynik jest oczywisty jesli ¢ = 0 lub ¢ = k, bo wtedy jeden z ciagdw
na ktore dzielimy b jest pusty i wystarczy pusty ciag na odpowiednim koncu
a. W wiec dalej mozna zaklada¢ ze i € {1,...,k — 1}. a —* b oznacza ze
istnieja a = ay,...,a, = b takie ze dla kazdego m € {1,...,n — 1} zachodzi
Gm — Qpy1. Dowod prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dlan =1
wynik jest trywialny. Dla n = 2 mamy a — b. A wiec istnieje b jest otrzymane
z a zastepujac pewna pare elementéw przez ich produkt. Czyli istnieje o takie
7€ Po = (oGo+1- J€Sli 0 < i to bierzemy j = + 1, w przeciwnym razie j = ¢. W
obu przypadkach wida¢ ze j spelnia podany warunek.
Dla n > 2 rozpatrujemy najpierw ostatni krok a,_; — b. Mamy

ap—1 = (r1,...,7s)

i na mocy juz udowodnionego przypadku istnieje ¢ takie ze
(r1y..oyre) =" (p1y -y Di)s

(et 07s) =" (Pit1s -+, Pk)-
a —* ap_1 z mniejszym n, a wiec na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje j
takie ze
(q17-~'7Qj) —* (rla"'art)a

(@1 @) =" (Teg1, .- 0,7s)

Jako ze relacja —* przechodnia daje to wynik. O

Teraz pokazemy prostsza wersje Lematu 2.2:
Lemat 2.4 Jesli a =" b i c — b to istnieje d takie zed —* a 1 d =" c.

Dowdd: a —* b oznacza ze istnieje ciag a = a1, ...,a; = b taki ze dla kazdego
1 takiego ze 1 < ¢ < k zachodzi a; — a;4+1. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu
na k. Dla k =1 mamy a = b i biorac d = ¢ dostajemy wynik.

Dla k > 1 sprawdzamy rézne przypadki. Jesdli b jest ciggiem pustym to
ar—1 = (e) 1 ¢ = (e), czyli mozna wzias¢ d = a (bo a =* ar_1 = ¢). W
przeciwnym razie b = (p1,...,pn) z n > 1. ap_1 — b oznacza ze istnieje I,
1 <1 < n oraz u,v takie iloczyn u i v jest zdefiniowany i p; = uv za$

-1 = (pla ey Pl—-1,U, Uy Pl41y - - - 7pTL)

Podobnie ¢ — b oznacza ze istnieje m, 1 < m < n oraz w,x takie ze p,, = wx
zas$

c= (pla"'apm717w7x7pm+17" 7pn)



Jesli | < m to

f = (p17 apl—lauavapl-‘rla"'apm—17w7x7pm+17"'7pn)

spelnia f — ax_1 1 f — ¢. Mamy a —* ay_1 z mniejszym k czyli na mocy
zalozenia indukcyjnego istnieje d takie ze d -* aid —* f. d —* f implikuje ze
d —=* ¢ co koriczy dowdd w tym przypadku.

Przypadek m < [ jest podobny. Pozostaje rozpatrzeé¢ [ = m. Wtedy uv = wz.
Na mocy Lematu 2.3 zastosowanego do a i ax_1 zamiast bil+1 zamiast ¢ mamy

a’:(qlv"'aqquSJrlw”vqt)

(1) (qlv"'7QS) —* (pla"wplfl,uvv)v

(2) (@541, --,q) =" (Pre1s-- -5 Pn)-

Niech y = (uv)~!. Bierzemy

d= (Q17~"7q8ayaw7x7QS+17"'7qt)

Pare w, z mozemy zastapi¢ przez wynik mnozenia, czyli uv otrzymujac

f = (qla-"aQSvyau’U7qs+17"'aQt)'

Nastepnie, w f pare y, uv mozemy zastapi¢ przez wynik mnozenia czyli e otrzy-
mujac
g = <Q1a"'7q57e7QS+la"'7qt)

W g pare g5, e mozemy zastapi¢ przez ¢, otrzymujac a (zauwazmy ze ¢s wyzej
musi sie faktycznie pojawi¢, bo (q1,...,¢s) =" (pl,...,pi—1,u,v) a ciag po
prawej stronie —* jest niepusty). Czyli d —* a. Uzywajac wzory 1 i 2 widzimy
ze

d—=" (p1,--+,PI-1,%, 0, Y, W, T, Pi41, - - -, Pn)

zastepujac w powyzszyIm pare u, v przez uv, potem pare uv,y przez e i pare e, w
przez w pokazujemy ze d —* c. O

Dowdd Lematu 2.2: a <+ b oznacza ze istnieje ciag a = a1, ..., ar = b taki ze
dla kazdego i € {1,...,k — 1} jest spelione a; = a;41 lub a;1; — a;. Dowod
prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na k. Przpadek k& = 1 jest trywialny.
Dla k£ > 1 z zalozenia indukcyjnego istnieje d takie ze d —* a i d —* ax_1.-
Jesli a1 — ar = b to d —* b co daje wynik z ¢ = d. Jesli b = a, — ax_1
to stosujemy Lemat 2.4 otrzymujac c takie ze ¢ —* d i ¢ —* b. Wtedy jako ze
d —* a1 —* jest przechodnia mamy ¢ —* a co daje wynik. O

Konstrukcja grupy G z dowodu Lematu 2.1 dziala niezaleznie od tego czy
spelnione jest ogdlne prawo lacznosci, tyle ze wtedy ¢ nie musi by¢ réznowarto-
sciowe. Grupa G ma nastepujaca wlasnos§é uniwersalna: jesli f jest homomorfi-
zmem z P w grupe H to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ z G w H taki



ze f =1 o . Mianowicie, na W dostaniemy jednozacznie zdefiniowany homor-
fizm monoidéw ¢ taki ze f = ¢ o j gdzie j jest wlozeniem tozsamosciowym z P
w W. Jako ze f jest homomorfizmem, to a — b implikuje ze ¢(a) = ¢(b). Czyli
indukcyjnie a <> b implikuje ¢(a) = ¢(b). A wiec ¢(a) zalezy tylko od klasy
abstrakcji a, czyli ¥ moze byé zdefiniowane wzorem ¥ ([a]) = ¢(a). Jako ze ¢
jest jedyne to réwniez v jest jedyne.

3 Grupy lokalne

Grupa lokalng nazywamy grupe czeSciowa P z topologia taka ze dziedzina D
mnozenia jest podzbiorem otwartym w D x D i operacje grupowe, tzn. mnozenie
i odwrotnoé¢ sa ciagle.

Grupa lokalna moze posiada¢ dodatkowy strukture, np. moze by¢ rozma-
itoscig klasy C* czy analityczng modelowang na, przestrzeni lokalnie wypuklej,
zgodng z dziataniami grupowymi. Wtedy méwimy ze grupa lokalna jest C* (od-
powiednio analityczna).

Lemat 3.1 Niech L bedzie grupg lokalng ktora jako grupa czeSciowa zanurza
sie w pewng grupe. Wtedy istnieje grupa topologiczna G i zanurzenie t z L w G
ktore jest homeomorfiziem na obraz, przy tym (L) jest podzbiorem otwartym
w G. Jesli L jest C* (analityczna) to G mozna wybraé C* (analityczne). Przy
tym wtedy v i .~ jest C* (analityczne).

Dowod. Z zalozenia L mozna zanurzy¢ w pewng grupe H. Jako zbior niech
G bedzie podgrupa H generowang przez obraz L. Ograniczenie kodziedziny
wlozenia L w H daje nam wtozenie ¢ z L w G. Topologie w G definiujemy biorac
jako baze otoczeni punktu g € G zbiory postaci ((U)g gdzie U jest otoczniem e
w L. Zauwazmy ze jesli U jest otoczeniem e w L, g € G to istnieje otoczenie e
V C (L) takie ze g¢(V)g~! C ¢(L). Mianowicie automorfizmy wewnetrzne L sa
zdefiniowane i ciagte w pewnym otoczeniu jedynki w L. A wiec jesli g € «(L)
to istnieje odpowiednie V. JeSli g = g192...9x 2z g; € (L to korzystajac z juz
udowodnionej czesci indukcyjnie znajdujemy V; takie ze Vo = U, ¢;Vig; e
Vie1. Wtedy gVig~t Cc Vo =U.

Teraz rozwazamy otoczenie (U )g1ge produktu ¢qg2. Jako Ze mnozenie w L
jest ciaglte z otwarta dziedzing to istniejg U;U; takie ze mnozenie jest zdefi-
niowane na U1U; i UyUs C U. Jak pokazaliSmy wyzej wtedy istnieje otoczenie
jedynki V takie ze g10(V)gy ' C o(Us). Teraz o(V) C gy '1(Us) gy i

L(U1)g1t(V) g2 C t(Un)g197 " t(U2)g1g2 = t(U1)e(Us)giga C t(U)gige

czyli mnozenie jest ciagle w (g1, g2). Jako ze g1, go byly dowolne oznacza to ze
mnozenie jest ciagte na G x G.

Podobnie, rozwazajamy otoczenie +(U)g~! odwrotnosci g. Istnieje V takie
ze g~ 1u(V)g C 1(U) Teraz biorac W = V! mamy

((W)g) =g W) =g " u(V)gg~' Ccu(U)g™"

czyli odwrotno$¢ jest ciaglta w g. Jako ze g byto dowolne to odwrotnosé ciagta
na G.

A wiec G z podana topologia jest grupa topologiczng. Pokazemy teraz ze
t(L) jest zbiorem otwartym i ze ¢ jest homeomorfizmem na obraz. Dla g € L z



tego ze dziedzina mnozenia jest otwarta wynika ze istnieje otoczenie jedynki U
w L takie 7e mnozenie jest zdefiniowane na U x {g}. Wtedy ¢(U)u(g) C (L),
czyli ¢(L) zawiera otoczenie t(g) w G. Jako ze g € L byl dowolny oznacza to ze
t(L) jest otwarte w GG. Podobuny argument pokazuje ze jesli U C L jest otwarty
to ¢(L) jest otwarte. Niech teraz U bedzie otoczeniem jedynki w L zas g € L.
Jako ze mnozenie w L ma dziedzine otwarta w L X L to istnieje otoczenie jedynki
V takie ze mnozenie jest zdefiniowane na V' x {g}. Niech W =V NU. Teraz

vWyg) = «(W)u(g) € (U)u(g)

a wiec ¢ jest ciagla w g. Jako ze g bylo dowolne oznacza to ze ¢ jest ciagta na L.
Jako ze ¢ jest ciagla, z zalozenia r6znowartosciowa i przeksztatca zbiory otwarte
na otwarte to jest homeomorfizmem na obraz. To daje wynik w przypadku gdy
L jest tylko grupa lokalng.

Jegli L jest C* (analityczna) to ustalamy otocznie jedynki V w L bedace
dziedzing mapy ¢ i wybieramy U takie ze U = (W), a W jest wybrane tak
by mnozenie (w,ws,ws3) bylo zdefiniowane w L dla w; € W zaréwno jako
(wiws)ws jak i jako wq(wawsz) i W3 C V. Oczywiscie wtedy U? C V. Jako
dziedziny map G przyjmujemy zbiory postaci Ug. Odpowiednig mape definiu-
jemy wzorem t,(x) = ¢(¢ " (zg™')). Ten uklad map jest zgodny. Mianowice,
jesli Ugi NUgy # 0 to Ugigy ' NU # 0 co implikuje g1g;* € U2i Ugrgy ' € U3,
Mamy ¢! (y) = (¢~ (y))g- A wiec

Pg, 0 (y) = (T (@ (y)grg2 1))

Z okreslenia dziedziny ¢,, wynika ze ¢~'(y) € W. Jako ze g9, € U? to
L_l(glggl) € W2, czyli mnozenie ¢~ (y) z 1= (g195 ') jest zdefiniowane w L,
czyli skoro ¢ jest homomorfizmem to

gy 0%y (y) = o (@ (W) M 9192 1)) = D¢ (W) (9192 1))

Jako ze mnozenie ¢~ '(y) i 17 (g1g; ") jest zdefiniowane i C* (analityczne) to
g, © wg_ll jest C* (analityczne), czyli faktycznie uktad map g jest zgodny, a
wiec zadaje na G strukture rozmaitosci C* (analitycznej).

Podobnie jak poprzednio pokazujemy ze skoro x — gxg~! jest C* (anali-
tyczne) i jest ciagle w parze (e,g) w L to dla ustalonego ¢ € G i otoczenia
zera X w G istnieje otoczenie zera Y takie ze x — grg~!' jest odwzorowaniue
C* (analitycznym) z Y w X. To pozwala powtérzy¢ argument uzywany do po-
kazania ciggtoici i pokazaé¢ ze mnozanie i branie elementu odwrotnego sa C*
(analityczne).

Pozostaje pokazaé 7e ¢ i t_; s C* (analityczne). Ustalny g € L. Wybieramy
otwarte otoczenie jedynki X takie ze mnozenie w L jest zdefiniowane na X x {g}
i (Xg)x{g~'} oraz X C U. Liczymy t),(y) © iota na Xg:

(%) 0 )(z9) = S (e(zg)e(9) ™) = ¢(e ™ (1(zgg™1))) = ¢()
gdzie druga réwnosé zachodzi bo potrzebne iloczyny sa zdefiniowane w L i ¢ jest
homomorfizmem. ¢ jest mapa, czyli jest C* (analityczne), a wiec P,(g) © L na
Xg. Jako 7e g bylo dowolne oznacza to ze ¢ jest C* (analityczne). Z réwnoéci
(Vu(g) © 1) (zg) = ¢(x) wynika tez ze 11 o w:(;) = ¢! na X. Znowu, jako ze g

jest dowolne oznacza to ze ¢! jest C* (analityczne). O



Lemat 3.2 Jesli P jest gestq podgrupg grupy lokalnej Q) i P mozna zanurzyé
w grupe, to Q mozna zanurzyé w grupe.

Dowdd: Na mocy Lematu 2.1 w P zachodzi ogélne prawo tacznosci. Twierdzimy
ze w () zachodzi ogblne prawo tgcznosci. Mianowicie, rozwazmy jednag z réwno-
$ci wymaganych przez ogoélne prawo tacznosci. Jest to rownosé funkcji ciggltych
zdefiniowanych na otwartym podzbiorze W k-tej potegi kartezjanskiej @ dla od-
powiednich k. Przekroj G k-tej potega kartezjanskiej P z W jest gesty w W. Na
G zachodzi potrzebna réwnosé bo w P zachodzi ogélne prawo tacznosci. Jako
ze jest to rownos¢ funkeji cigglych to zachodzi na catym W. Ré6wnosé ktora roz-
wazalismy bylta dowolna, wiec faktycznie w @ zachodzi og6lne prawo tgcznosci.
|

4 Algebry i grupy Banacha-Liego

Powiemy ze algebra Liego A jest algebra Banacha-Liego jesli na A jest zadana
norma taka ze w tej normie A jest przetrzeniag Banacha, za$ nawias Liego jest
ciagty, tzn. istnieje C takie ze ||z, y]|| < C||z||||y||- Powiemy ze grupa G jest C*
z k > 1 grupa Banacha-Liego jesli ma strukture rozmaitoéci C* modelowanej
na przestrzeni Banacha i operacje grupowe, tzn. mnozenie i odwrotnosé¢ sa C*.
Podobnie powiemy ze G jest analityczng grupa Banacha-Liego jesli ma struk-
ture rozmaitodci analitycznej modelowanej na przestrzeni Banacha i operacje
grupowe sg analityczne.

Oczywista modyfikacja definicji wyzej daje definicje lokalnej grupy Banacha-
Liego (C* lub analitycznej).

Jesli G jest lokalng grupa Banacha-Liego to na G mozna zdefiniowaé pra-
wostronnie niezmiennicze pola wektorowe. Mozna pokaza¢ ze komutator prawo-
stronnie niezmienniczych pol wektorowych jest prawostronnie niezmienniczym
polem wektorowym. Mozna tez pokazaé¢ ze prawostronnie niezmienniczym pole
wektorowe jest jednoznacznie wyznaczone przez warto$¢ w jedynce grupy. A
wiec przestrzen prawostronnie niezmienniczym pol wektorowych ma strukture
przestrzeni Banacha z norma zadana wzorem || X|| = || X (e)|. Widac ze w tej
normie nawias Liego jest ciagly. Jesli k > 2 to latwo sprawdzi¢ ze nawias Liego
spelia tozsamo$é Jacobiego. A wiec lokalna grupa Banacha-Liego klasy C* z
k > 2 ma dobrze zdefiniowana algebre Liego (ktora jest algebra Banacha-Liego).

Majac dana algebra Banacha-Liego A wzér Campbella-Bakera-Hausdorffa
pozwala zdefiniowa¢ mnozenie w otoczeniu 0 w A. W ten sposob otrzymujemy
lokalng analitycznag grupe Banacha-Liego z algebra Liego A. Naturalne jest py-
tanie czy istnieje (globalna) grupa Banacha-Liego z algebra Liego A. Ogolnie to
nie, ale mozna pokazaé¢ wyniki szczegbélne w tym kierunku.

Specjalizujac Lemat 3.1 do przypadku Banacha-Liego otrzymujemy naste-
pujacy lemat:

Lemat 4.1 Niech L bedzie lokalng grupg Banacha-Liego. L mozna zanurzyé
dyfeomorficznie w grupe Banacha-Liego wtedy i tylko wtedy gdy L jako grupa
czesciowa zanurza Sie w grupe.

Lemat 4.2 Jesli isnieje ciggte roznowartosciowe odwzorowanie v algebry Banacha-
Liego A w algebre Liego algebry Banacha B (gdzie nawias Liego to komutator),



to A jest algebrq Liego grupy Banacha-Liego. W szczegdlnosci, jesli A ma try-
wialne centrum to A jest algebre Liego grupy Banacha-Liego.

Dowdd: Najpierw rozpatrzmy przypadek gdy A ma trywialne centrum. Wtedy
odwzorowanie z — ad, jest roznowarto$ciowym odwzorowaniem z A w algebre
Banacha L(A) operatoréw liniowych ograniczonych na A, ktére przeprowadza
nawias Liego w A na komutator w L(A). A wiec ta czes¢ wynika z pierwszej
czesci.

Jesli B jest algebra Banacha to grupa G elementéw odwracalnych w B jest
analityczng grupg Banacha-Liego. Mianowicie, G jest podzbiorem otwartym w
B, wiec jest rozmaitoscia analityczng. Oczywiscie mnozenie i odwrotnosé sg,
analityczne, wiec faktycznie G jest analityczna grupa Banacha-Liego. Jesli f
jest funkcja gladka zdefiniowana w pewnym otoczeniu e =1, zas§ X € B to

Xf(9) = (Oef(1+tX)g))li=0 = (g5 ()f)(9)

gdzie ¢x(g) = Xg, zas 9, dla v € B oznacza pochodna kierunkowa w kierunku
wektora v. Teraz

XYf = 6¢X8¢Yf = f//(¢X7¢Y) + 33¢X¢Yf7

YXf = fll(¢Y7¢X) + 85¢y¢xf'

Jako ze druga pochodna jest symetryczna to odejmujac dostaniemy

(XY -YX)f = 83¢X¢Yf - aaqbyd’xf

czyli
(X, Y] = (XY =Y X)(e) = (Opx Oy — Dy, ¢x)(€).

Uwzgledniajac wzor ¢x(g) = Xg mamy
8¢X¢Y - anYg = YXg

czyli
[X,)Y] =YX - XY.

Innymi stowy nawias Liego algebry Liego B to minus komutator elementéw B.
Teraz bierzemy jako G grupe G z odwréconym mnozeniem, tzn. a-b w G to ba
w G. Latwo sprawdzi¢ ze nawias Liego w G to minus nawias Liego w G, czyli
G jest algebra Banacha-Liego z algebra Liego B.

Odwzorowanie = — exp(z) gdzie exp jest zadane szeregiem potegowym jest
analitycznym odwzorowanie z B w G. Jego pochodna w 0 to identyczno$¢ B.
A wiec na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej exp jest réznowartoSciowe w
pewnym otoczeniu 0 w B.



