
1 Wprowadzenie

Teoria grup Liego zacz¦ªa si¦ od grup lokalnych gdzie operacja grupowa jest
zde�niowana tylko lokalnie. Jednak»e poj¦cie grupy lokalnej prowadzi do do±¢
trudnych problemów których niektóre rozwi¡zania s¡ paradoksalne. Dlatego no-
woczesne uj¦cia pracuj¡ z grupami, tzn. operacje grupowe s¡ zde�niowane glo-
balnie. Grupy lokalne s¡ do±¢ mocno zwi¡zane z problemem istnienia grupy
Banacha-Liego z zadan¡ algebr¡ Banacha-Liego, dlatego warto zna¢ podsta-
wowe wyniki o grupach lokalnych.

2 Grupy cz¦±ciowe

Je±li P jest zbiorem,D ⊂ P×P to grup¡ cz¦±ciow¡ nazywamy czwórk¦ (e, j,m, P )
tak¡ »e e ∈ P , j : P → P , m : D → P i speªnione s¡ warunki ni»ej:

� Niech x, y, z ∈ P b¦d¡ takie »e (x, y) ∈ D i (y, z) ∈ D. Je±li (m(x, y), z) ∈
D to (x,m(y, z)) ∈ D i m(m(x, y), z) = m(x,m(y, z)). Podobnie, je±li
(x,m(y, z)) ∈ D to (m(x, y), z) ∈ D.

� {e} × P ⊂ D, P × {e} ⊂ D i dla ka»dego x ∈ P zachodz¡ równo±ci
m(e, x) = m(x, e) = x.

� Dla ka»dego x ∈ P mamy (x, j(x)) ∈ D, (j(x), x) ∈ D i m(x, j(x)) =
m(j(x), x) = e.

� Je±li (x, y) ∈ D to (j(y), j(x)) ∈ D i j(m(x, y)) = m(j(y), j(x)).

e nazywamy jedynk¡, j odwrotno±ci¡ za± m mno»eniem w grupie cz¦±ciowej.
W dalszym ci¡gu zamiast j(x) b¦dziemy pisa¢ x−1 a zamiast m(x, y) b¦dziemy
pisa¢ xy. Zamiast pisa¢ o czwórce (e, j,m, P ) b¦dziemy pisa¢ o parze (D,P ) czy
wr¦cz o P . Je±li (x, y) ∈ D to b¦dziemy mówi¢ »e iloczyn xy jest zde�niowany
(a w przeciwnym razie »e nie jest zde�niowany).

Tak jak dla grup wida¢ »e jedynk e jest jedynym elementem speªniaj¡cym
dla dowolnego x ∈ P równo±¢ xe = ex = x za± odwrotno±¢ jest jednoznanie
wyznaczona przez warunek xx−1 = e lub warunek x−1x = e.

Oczywi±cie je±li P jest grup¡ a D = P × P to P jest te» grup¡ cz¦±ciow¡.
Odwrotnie, grupa cz¦±ciowa taka »e D = P ×P jest grup¡. Ogólniej, je±li P jest
podzbiorem pewnej grupy (lub grupy cz¦±ciowej) takim »e e ∈ P i P = P−1 to
ograniczaj¡c operacje grupowe do P otrzymamy grup¦ cz¦±ciow¡.

Niech (D1, P1) i (D2, P2) b¦d¡ grupami cz¦±ciowymi. Odwzorowanie ψ :
P1 → P2 nazywamy homomor�zmem grup cz¦±ciowych (lub krócej homomor-
�zmem) je±li ψ(D1) ⊂ D2 i dla ka»dych x, y takich »e (x, y) ∈ D1 mamy
ψ(xy) = ψ(x)ψ(y).

Homomor�zm b¦dziemy nazywa¢ zanurzeniem je±li jest on ró»nowarto±ciowy.
Przykªad: (wolna grupa cz¦±ciowa). Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem za±

F grup¡ woln¡ generowan¡ przez X. Uto»samiaj¡c X z jego wªo»eniem w F
przyjmujemy P = X ∪ X−1 ∪ {e}, D = {(x, y) ∈ P × P : xy ∈ P}. Zuwa»my
»e dla x, y ∈ P xy liczone w F jest sªowem dªugo±ci 2 (czyli nie nale»y do P ),
chyba »e zachodzi jeden z warunków: x = e, y = e, x = y−1. A wi¦c

D = P × {e} ∪ {e} × P ∪ {(x, x−1) : x ∈ X ∪X−1}.
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Z de�nicji na D mno»enie z F daje wyniki w P , czyli po ograniczniu mno»enia z
F doD i odwrotno±ci z F do P otrzymamy dobrze zde�niowan¡ grup¦ cz¦±ciow¡.
Grupa ta ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li f jest dowolnym odwzorowaniem z X
w grup¦ cz¦±ciow¡ Q to istnieje dokªadnie jeden homomor�zmem ψ z P w Q
taki »e f = ψ ◦ ι gdzie ι jest wªo»eniem to»samo±ciowym X w P . Mo»na to
zilustrowa¢ diagramem

X
f //

ι

��

Q

P

ψ

??

By pokaza¢ t¡ wªasno±¢ zauwa»my najpierw »e f zadaje jednoznacznie warto-
±ci ψ na X. Oczywi±cie ψ(e) to jedynka w Q. Na X−1 musimy mie¢ ψ(x−1) =
(ψ(x))−1. Tak okre±lone ψ jest homomor�zmem. Mianowicie, najpierw zauwa»my
»e dla ka»dego x ∈ P mamy ψ(x−1) = ψ(x)−1. Dla x = e jest to oczywiste. Dla
x ∈ X wynika to z okre±lenia ψ w x−1. Dla x ∈ X−1, czyli x = y−1 gdzie y ∈ X
mamy x−1 = y czyli ψ(x−1) = ψ(y) i z okre±lenia ψ mamy ψ(x) = ψ(y)−1. Ale
w grupie cz¦±ciowej (x−1)−1 = x, czyli

ψ(x)−1 = (ψ(y)−1)−1 = ψ(y) = ψ(x−1).

Oznaczmy przez DQ dziedzin¦ mno»enia w Q. Jak zauwa»yli±my wy»ej (x, y) ∈
D implikuje jeden z trzech przypadków: x = e, y = e lub y = x−1. Dla x = e
mamy (ψ(x), ψ(y)) = (e, ψ(y)) ∈ DQ i

ψ(x)ψ(y) = eψ(y) = ψ(y) = ψ(ey) = ψ(xy).

Podobnie dla y = e. Dla y = x−1 jak powkazi±my wy»ej mamy ψ(y) = ψ(x)−1

czyli

ψ(x)ψ(y) = ψ(x)ψ(x)−1 = e = ψ(e) = ψ(xx−1) = ψ(xy)

czyli w ka»dym przypadku mamy ψ(xy) = ψ(x)ψ(y) co pokazuje »e ψ faktycznie
jest homomor�zmem.

Dotychczas mamy tylko przykªady grup cz¦±ciowych otrzymanych przez ogra-
niczenie operacji grupowej do podzbioru. Naturalnie pojawia si¦ pytanie czy
ka»da grupa cz¦±ciowa jest otrzymana w ten sposób. Dokªadniej, pytamy si¦ czy
ka»da grupa cz¦±ciowa mo»e by¢ zanurzona w grup¦. Okazuje si¦ »e nie.

Przykªad: ???

Malcew podaª kryterium pozwalajace rozstrzyga¢ czy grup¦ cz¦±ciow¡ da
si¦ zanurzy¢ w grup¦. Mianowicie, dla dowolnego ci¡gu elementów p1, p2, . . . , pn
próbujemy oblicza¢ produkt p1p2 . . . pn na ró»ne sposoby. Oczywi±cie w gru-
pie dzi¦ki ª¡czno±ci i temu »e dziaªania s¡ zawsze okre±lone mo»emy wykona¢
dziaªania w dowolnej kolejno±ci a wynik nie zale»y od kolejno±ci dziaªa«. W gru-
pie cz¦±ciowej mno»enie mo»emy wykona¢ tylko je±li argumenty s¡ w dziedzinie
mno»enia. Powiemy »e grupa cz¦±ciowa speªnia ogólne prawo ª¡czno±ci wtedy i
tylko wtedy gdy dla ka»dego ci¡gu elementów p1, p2, . . . , pn wynik mno»enia o
ile jest zde�nowany nie zale»y do kolejno±ci dziaªa«.

Lemat 2.1 Grup¦ cz¦±ciow¡ P mo»na zanurzy¢ w grup¦ wtedy i tylko wtedy
gdy w P jest speªnione ogólne prawo ª¡czno±ci.
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Dowód: Jak zauwa»yli±my wy»ej, w grupie speªnione jest ogólne prawo ª¡cz-
no±ci, wi¦c je±li P zanurza si¦ w grup¦ to w P te» jest speªnione ogólne prawo
ª¡czno±ci. A wi¦c pozostaje pokaza¢ »e je±li w P speªnione jest ogólne prawo
ª¡czno±ci, to P zanurza si¦ w grup¦. Grup¦ G zbudujemy nast¦puj¡co: niech W
b¦dzie monoidem wolnym generowanym przez P , tzn.W jest zbiorem wszystkich
ci¡gów sko«czonych (p1, . . . , pn) z pi ∈ P (wliczaj¡c w to ci¡g pusty). Mno»enie
w W to konkatenacja ci¡gów, tzn.

(p1, . . . , pn)(q1, . . . , qm) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qm).

Dla a, b ∈ W piszemy a → b (a mo»e by¢ przepisany w jednym kroku do b)
gdy b ró»ni si¦ od a tym »e dwa s¡siednie elementy a s¡ zast¡pione przez ich
produkt w P (tzn. produkt jest zde�niowany i daje odpowiedni¡ warto±¢) lub
je±li a jest ci¡giem jednoelementowym równym (e), za± b to ci¡g pusty. → jest
relacj¡. Relacj¦ ↔ de�nujemy jako symetryczne domkni¦cie trazytywne →, tzn.
↔ jest najmniejsz¡ relacj¡ równowa»no±ci zawieraj¡c¡→. W miar¦ ªatwo mo»na
pokaza¢ »e a ↔ b wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ci¡g a = a1, a2, . . . , ak = b
taki »e dla ka»dego 1 ≤ i < k albo ai → ai+1 albo ai+1 → ai.

Grup¦ G de�nujemy jako zbiór klas abstrakcji ↔ z dziaªaniem ilorazowym,
tzn [a][b] = [ab]. Z de�nicji → wida¢ »e a → c implikuje ab → cb. Indukcyjnie
wynika st¡d »e a ↔ c implikuje ab ↔ cb. Podobnie b ↔ c implikuje ab ↔ ac.
A wi¦c klasa abstrakcji wyniku mno»enia nie zale»y od wyboru reprezentantów,
czyli mno»enie w G jest dobrze zde�niowane. Je±li (p1 . . . pn) ∈ W to równie»
(p−1
n , . . . , p−1

1 ) ∈ W . Przy tym (p−1
n , . . . , p−1

1 , p1, . . . , pn) ↔ e gdzie e jest je-
dynk¡ W czyli ci¡giem pustym. Mianowicie, de�nicja → pozwala nam zast¡pi¢
w sªowie wy»ej par¦ p−1

1 , p1 przez wynik mno»enia czyli przez e. Je±li w ci¡gu
wy»ej wyst¦puje p2 to par¦ e, p2 mo»emy zastapi¢ przez samo p2. A wi¦c do-
staniemy ci¡g (p−1

n , . . . , p−1
2 , p2, . . . , pn). Indukcyjnie, oryginalny ci¡g mo»emy

zast¡pi¢ przez ci¡g jednoelementowy (e), który z kolei mo»emy zast¡pi¢ przez
ci¡g pusty. Czyli dowolny element Gma lew¡ odwrotno±¢. Podobnie pokazujemy
»e elementy G maj¡ praw¡ odwrotno±¢, czyli G jest grup¡.

Odwzorowanie ι z P de�nujemy jako ι(p) = [(p)] tzn. jako klas¦ abstrak-
cji ci¡gu jednoelementowego (p). By zako«czy¢ dowód lematu trzeba poka-
za¢ »e ι jest ró»nowarto±ciowa. By to zrobi¢ de�nijemy →∗ jako zwrotne do-
mkni¦cie tranzytywne →, tzn. a →∗ b wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ci¡g
a = a1, . . . , ak = b taki »e dla ka»dego 1 ≤ i < k zachodzi ai → ai+1.

Teraz potrzebujemy nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 2.2 Je±li a↔ b to istnieje c takie »e c→∗ a i c→∗ b.

Przyjmuj¡c Lemat 2.2 za znany mo»emy teraz zauwa»y¢ »e dla a, b ∈ P re-
lacja c→∗ a daje wybór kolejno±ci dziaªa« przy obliczaniu produktu elementów
c. Relacja c→∗ b daje inny wybór kolejno±ci dziaªa«. Na mocy ogólnego prawa
ª¡czno±ci wynik nie zale»y od wyboru kolejno±ci dziaªa«, czyli a = b, co oznacza
»e faktycznie ι jest ró»nowarto±ciowe. □

Musimy teraz pokaza¢ Lemat 2.2. Aby to zrobi¢ poka»emy najpierw lemat
pomocniczy

Lemat 2.3 Je±li a→∗ b i
a = (q1, . . . , ql),
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b = (p1, . . . , pk)

to dla ka»dego i ∈ {0, . . . , k} istnieje j ∈ {0, . . . , l} takie »e

(q1, . . . , qj) →∗ (p1, . . . , pi),

(qj+1 . . . , ql) →∗ (pi+1, . . . , pk)

Dowód: Wynik jest oczywisty je±li i = 0 lub i = k, bo wtedy jeden z ci¡gów
na które dzielimy b jest pusty i wystarczy pusty ci¡g na odpowiednim ko«cu
a. W wi¦c dalej mo»na zakªada¢ »e i ∈ {1, . . . , k − 1}. a →∗ b oznacza »e
istniej¡ a = a1, . . . , an = b takie »e dla ka»dego m ∈ {1, . . . , n − 1} zachodzi
am → am+1. Dowód prowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n. Dla n = 1
wynik jest trywialny. Dla n = 2 mamy a → b. A wi¦c istnieje b jest otrzymane
z a zast¦puj¡c pewn¡ par¦ elementów przez ich produkt. Czyli istnieje o takie
»e po = qoqo+1. Je±li o ≤ i to bierzemy j = i+ 1, w przeciwnym razie j = i. W
obu przypadkach wida¢ »e j speªnia podany warunek.

Dla n > 2 rozpatrujemy najpierw ostatni krok an−1 → b. Mamy

an−1 = (r1, . . . , rs)

i na mocy ju» udowodnionego przypadku istnieje t takie »e

(r1, . . . , rt) →∗ (p1, . . . , pi),

(rt+1, . . . , rs) →∗ (pi+1, . . . , pk).

a →∗ an−1 z mniejszym n, a wi¦c na mocy zaªo»enia indukcyjnego istnieje j
takie »e

(q1, . . . , qj) →∗ (r1, . . . , rt),

(qj+1 . . . , ql) →∗ (rt+1, . . . , rs)

Jako »e relacja →∗ przechodnia daje to wynik. □

Teraz poka»emy prostsz¡ wersj¦ Lematu 2.2:

Lemat 2.4 Je±li a→∗ b i c→ b to istnieje d takie »e d→∗ a i d→∗ c.

Dowód: a→∗ b oznacza »e istnieje ci¡g a = a1, . . . , ak = b taki »e dla ka»dego
i takiego »e 1 ≤ i < k zachodzi ai → ai+1. Dowód jest indukcyjny ze wzgl¦du
na k. Dla k = 1 mamy a = b i bior¡c d = c dostajemy wynik.

Dla k > 1 sprawdzamy ró»ne przypadki. Je±li b jest ci¡giem pustym to
ak−1 = (e) i c = (e), czyli mo»na wzi¡±¢ d = a (bo a →∗ ak−1 = c). W
przeciwnym razie b = (p1, . . . , pn) z n ≥ 1. ak−1 → b oznacza »e istnieje l,
1 ≤ l ≤ n oraz u, v takie iloczyn u i v jest zde�niowany i pl = uv za±

ak−1 = (p1, . . . , pl−1, u, v, pl+1, . . . , pn).

Podobnie c → b oznacza »e istnieje m, 1 ≤ m ≤ n oraz w, x takie »e pm = wx
za±

c = (p1, . . . , pm−1, w, x, pm+1, . . . , pn).
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Je±li l < m to

f = (p1, . . . , pl−1, u, v, pl+1, . . . , pm−1, w, x, pm+1, . . . , pn)

speªnia f → ak−1 i f → c. Mamy a →∗ ak−1 z mniejszym k czyli na mocy
zaªo»enia indukcyjnego istnieje d takie »e d→∗ a i d→∗ f . d→∗ f implikuje »e
d→∗ c co ko«czy dowód w tym przypadku.

Przypadekm < l jest podobny. Pozostaje rozpatrze¢ l = m. Wtedy uv = wx.
Na mocy Lematu 2.3 zastosowanego do a i ak−1 zamiast b i l+1 zamiast i mamy

a = (q1, . . . , qs, qs+1, . . . , qt)

i

(1) (q1, . . . , qs) →∗ (p1, . . . , pl−1, u, v),

(2) (qs+1, . . . , qt) →∗ (pl+1, . . . , pn).

Niech y = (uv)−1. Bierzemy

d = (q1, . . . , qs, y, w, x, qs+1, . . . , qt)

Par¦ w, x mo»emy zast¡pi¢ przez wynik mno»enia, czyli uv otrzymuj¡c

f = (q1, . . . , qs, y, uv, qs+1, . . . , qt).

Nast¦pnie, w f par¦ y, uv mo»emy zast¡pi¢ przez wynik mno»enia czyli e otrzy-
muj¡c

g = (q1, . . . , qs, e, qs+1, . . . , qt)

W g par¦ qs, e mo»emy zast¡pi¢ przez qs otrzymuj¡c a (zauwa»my »e qs wy»ej
musi si¦ faktycznie pojawi¢, bo (q1, . . . , qs) →∗ (p1, . . . , pl−1, u, v) a ci¡g po
prawej stronie →∗ jest niepusty). Czyli d→∗ a. U»ywaj¡c wzory 1 i 2 widzimy
»e

d→∗ (p1, . . . , pl−1, u, v, y, w, x, pl+1, . . . , pn)

zast¦puj¡c w powy»szym par¦ u, v przez uv, potem par¦ uv, y przez e i par¦ e, w
przez w pokazujemy »e d→∗ c. □

Dowód Lematu 2.2: a↔ b oznacza »e istnieje ci¡g a = a1, . . . , ak = b taki »e
dla ka»dego i ∈ {1, . . . , k − 1} jest speªnione ai → ai+1 lub ai+1 → ai. Dowód
prowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na k. Przpadek k = 1 jest trywialny.
Dla k > 1 z zaªo»enia indukcyjnego istnieje d takie »e d →∗ a i d →∗ ak−1.
Je±li ak−1 → ak = b to d →∗ b co daje wynik z c = d. Je±li b = ak → ak−1

to stosujemy Lemat 2.4 otrzymuj¡c c takie »e c →∗ d i c →∗ b. Wtedy jako »e
d→∗ a i →∗ jest przechodnia mamy c→∗ a co daje wynik. □

Konstrukcja grupy G z dowodu Lematu 2.1 dziaªa niezale»nie od tego czy
speªnione jest ogólne prawo ª¡czno±ci, tyle »e wtedy ι nie musi by¢ ró»nowarto-
±ciowe. Grupa G ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ uniwersaln¡: je±li f jest homomor�-
zmem z P w grup¦ H to istnieje dokªadnie jeden homomor�zm ψ z G w H taki
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»e f = ψ ◦ ι. Mianowicie, na W dostaniemy jednozacznie zde�niowany homor-
�zm monoidów ϕ taki »e f = ϕ ◦ j gdzie j jest wªo»eniem to»samo±ciowym z P
w W . Jako »e f jest homomor�zmem, to a→ b implikuje »e ϕ(a) = ϕ(b). Czyli
indukcyjnie a ↔ b implikuje ϕ(a) = ϕ(b). A wi¦c ϕ(a) zale»y tylko od klasy
abstrakcji a, czyli ψ mo»e by¢ zde�niowane wzorem ψ([a]) = ϕ(a). Jako »e ϕ
jest jedyne to równie» ψ jest jedyne.

3 Grupy lokalne

Grup¡ lokaln¡ nazywamy grup¦ cz¦±ciow¡ P z topologi¡ tak¡ »e dziedzina D
mno»enia jest podzbiorem otwartym w D×D i operacje grupowe, tzn. mno»enie
i odwrotno±¢ s¡ ci¡gªe.

Grupa lokalna mo»e posiada¢ dodatkow¡ struktur¦, np. mo»e by¢ rozma-
ito±ci¡ klasy Ck czy analityczn¡ modelowan¡ na przestrzeni lokalnie wypukªej,
zgodn¡ z dziaªaniami grupowymi. Wtedy mówimy »e grupa lokalna jest Ck (od-
powiednio analityczna).

Lemat 3.1 Niech L b¦dzie grup¡ lokaln¡ która jako grupa cz¦±ciowa zanurza
si¦ w pewn¡ grup¦. Wtedy istnieje grupa topologiczna G i zanurzenie ι z L w G
które jest homeomor�zmem na obraz, przy tym ι(L) jest podzbiorem otwartym
w G. Je±li L jest Ck (analityczna) to G mo»na wybra¢ Ck (analityczne). Przy
tym wtedy ι i ι−1 jest Ck (analityczne).

Dowód. Z zaªo»enia L mo»na zanurzy¢ w pewn¡ grup¦ H. Jako zbiór niech
G b¦dzie podgrup¡ H generowan¡ przez obraz L. Ograniczenie kodziedziny
wªo»enia L w H daje nam wªo»enie ι z L w G. Topologi¦ w G de�niujemy bior¡c
jako baz¦ otocze« punktu g ∈ G zbiory postaci ι(U)g gdzie U jest otoczniem e
w L. Zauwa»my »e je±li U jest otoczeniem e w L, g ∈ G to istnieje otoczenie e
V ⊂ (L) takie »e gι(V )g−1 ⊂ ι(L). Mianowicie automor�zmy wewn¦trzne L s¡
zde�niowane i ci¡gªe w pewnym otoczeniu jedynki w L. A wi¦c je±li g ∈ ι(L)
to istnieje odpowiednie V . Je±li g = g1g2 . . . gk z gi ∈ ιL to korzystaj¡c z ju»
udowodnionej cz¦±ci indukcyjnie znajdujemy Vi takie »e V0 = U , giVig

−1
i ⊂

Vi−1. Wtedy gVkg
−1 ⊂ V0 = U .

Teraz rozwa»amy otoczenie ι(U)g1g2 produktu g1g2. Jako »e mno»enie w L
jest ci¡gªe z otwart¡ dziedzin¡ to istniej¡ U1U2 takie »e mno»enie jest zde�-
niowane na U1U2 i U1U2 ⊂ U . Jak pokazali±my wy»ej wtedy istnieje otoczenie
jedynki V takie »e g1ι(V )g−1

1 ⊂ ι(U2). Teraz ι(V ) ⊂ g−1
1 ι(U2)g1 i

ι(U1)g1ι(V )g2 ⊂ ι(U1)g1g
−1
1 ι(U2)g1g2 = ι(U1)ι(U2)g1g2 ⊂ ι(U)g1g2

czyli mno»enie jest ci¡gªe w (g1, g2). Jako »e g1, g2 byªy dowolne oznacza to »e
mno»enie jest ci¡gªe na G×G.

Podobnie, rozwa»ajamy otoczenie ι(U)g−1 odwrotno±ci g. Istnieje V takie
»e g−1ι(V )g ⊂ ι(U) Teraz bior¡c W = V −1 mamy

(ι(W )g)−1 = g−1ι(W−1) = g−1ι(V )gg−1 ⊂ ι(U)g−1

czyli odwrotno±¢ jest ci¡gªa w g. Jako »e g byªo dowolne to odwrotno±¢ ci¡gªa
na G.

A wi¦c G z podan¡ topologi¡ jest grup¡ topologiczn¡. Poka»emy teraz »e
ι(L) jest zbiorem otwartym i »e ι jest homeomor�zmem na obraz. Dla g ∈ L z
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tego »e dziedzina mno»enia jest otwarta wynika »e istnieje otoczenie jedynki U
w L takie »e mno»enie jest zde�niowane na U × {g}. Wtedy ι(U)ι(g) ⊂ ι(L),
czyli ι(L) zawiera otoczenie ι(g) w G. Jako »e g ∈ L byª dowolny oznacza to »e
ι(L) jest otwarte w G. Podobny argument pokazuje »e je±li U ⊂ L jest otwarty
to ι(L) jest otwarte. Niech teraz U b¦dzie otoczeniem jedynki w L za± g ∈ L.
Jako »e mno»enie w L ma dziedzin¦ otwart¡ w L×L to istnieje otoczenie jedynki
V takie »e mno»enie jest zde�niowane na V × {g}. Niech W = V ∩ U . Teraz

ι(Wg) = ι(W )ι(g) ⊂ ι(U)ι(g)

a wi¦c ι jest ci¡gªa w g. Jako »e g byªo dowolne oznacza to »e ι jest ci¡gªa na L.
Jako »e ι jest ci¡gªa, z zaªo»enia ró»nowarto±ciowa i przeksztaªca zbiory otwarte
na otwarte to jest homeomor�zmem na obraz. To daje wynik w przypadku gdy
L jest tylko grup¡ lokaln¡.

Je±li L jest Ck (analityczna) to ustalamy otocznie jedynki V w L b¦d¡ce
dziedzin¡ mapy ϕ i wybieramy U takie »e U = ι(W ), a W jest wybrane tak
by mno»enie (w1, w2, w3) byªo zde�niowane w L dla wi ∈ W zarówno jako
(w1w2)w3 jak i jako w1(w2w3) i W 3 ⊂ V . Oczywi±cie wtedy U3 ⊂ ιV . Jako
dziedziny map G przyjmujemy zbiory postaci Ug. Odpowiedni¡ map¦ de�niu-
jemy wzorem ψg(x) = ϕ(ι−1(xg−1)). Ten ukªad map jest zgodny. Mianowice,
je±li Ug1∩Ug2 ̸= ∅ to Ug1g−1

2 ∩U ̸= ∅ co implikuje g1g
−1
2 ∈ U2 i Ug1g

−1
2 ⊂ U3.

Mamy ψ−1
g (y) = ι(ϕ−1(y))g. A wi¦c

ψg2 ◦ ψ−1
g1 (y) = ϕ(ι−1(ι(ϕ−1(y))g1g

−1
2 ))

Z okre±lenia dziedziny ϕg2 wynika »e ϕ−1(y) ∈ W . Jako »e g1g
−1
2 ∈ U2 to

ι−1(g1g
−1
2 ) ∈ W 2, czyli mno»enie ϕ−1(y) z ι−1(g1g

−1
2 ) jest zde�niowane w L,

czyli skoro ι jest homomor�zmem to

ψg2 ◦ ψ−1
g1 (y) = ϕ(ι−1(ι(ϕ−1(y)ι−1(g1g

−1
2 )))) = ϕ(ϕ−1(y)ι−1(g1g

−1
2 )).

Jako »e mno»enie ϕ−1(y) i ι−1(g1g
−1
2 ) jest zde�niowane i Ck (analityczne) to

ψg2 ◦ ψ−1
g1 jest Ck (analityczne), czyli faktycznie ukªad map ψg jest zgodny, a

wi¦c zadaje na G struktur¦ rozmaito±ci Ck (analitycznej).
Podobnie jak poprzednio pokazujemy »e skoro x 7→ gxg−1 jest Ck (anali-

tyczne) i jest ci¡gªe w parze (e, g) w L to dla ustalonego g ∈ G i otoczenia
zera X w G istnieje otoczenie zera Y takie »e x 7→ gxg−1 jest odwzorowaniue
Ck (analitycznym) z Y w X. To pozwala powtórzy¢ argument u»ywany do po-
kazania ci¡gªo±ci i pokaza¢ »e mno»anie i branie elementu odwrotnego s¡ Ck

(analityczne).
Pozostaje pokaza¢ »e ι i ι−1 s¡ C

k (analityczne). Ustalny g ∈ L. Wybieramy
otwarte otoczenie jedynki X takie »e mno»enie w L jest zde�niowane na X×{g}
i (Xg)× {g−1} oraz X ⊂ U . Liczymy ψι(g) ◦ iota na Xg:

(ψι(g) ◦ ι)(xg) = ϕ(ι−1(ι(xg)ι(g)−1)) = ϕ(ι−1(ι(xgg−1))) = ϕ(x)

gdzie druga równo±¢ zachodzi bo potrzebne iloczyny s¡ zde�niowane w L i ι jest
homomor�zmem. ϕ jest map¡, czyli jest Ck (analityczne), a wi¦c ψι(g) ◦ ι na
Xg. Jako »e g byªo dowolne oznacza to »e ι jest Ck (analityczne). Z równo±ci
(ψι(g) ◦ ι)(xg) = ϕ(x) wynika te» »e ι−1 ◦ ψ−1

ι(g) = ϕ−1 na X. Znowu, jako »e g

jest dowolne oznacza to »e ι−1 jest Ck (analityczne). □
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Lemat 3.2 Je±li P jest g¦st¡ podgrup¡ grupy lokalnej Q i P mo»na zanurzy¢
w grup¦, to Q mo»na zanurzy¢ w grup¦.

Dowód: Na mocy Lematu 2.1 w P zachodzi ogólne prawo ª¡czno±ci. Twierdzimy
»e w Q zachodzi ogólne prawo ª¡czno±ci. Mianowicie, rozwa»my jedn¡ z równo-
±ci wymaganych przez ogólne prawo ª¡czno±ci. Jest to równo±¢ funkcji ci¡gªych
zde�niowanych na otwartym podzbiorzeW k-tej pot¦gi kartezja«skiej Q dla od-
powiednich k. Przekrój G k-tej pot¦ga kartezja«skiej P z W jest g¦sty w W . Na
G zachodzi potrzebna równo±¢ bo w P zachodzi ogólne prawo ª¡czno±ci. Jako
»e jest to równo±¢ funkcji ci¡gªych to zachodzi na caªym W . Równo±¢ któr¡ roz-
wa»ali±my byªa dowolna, wi¦c faktycznie w Q zachodzi ogólne prawo ª¡czno±ci.
□

4 Algebry i grupy Banacha-Liego

Powiemy »e algebra Liego A jest algebr¡ Banacha-Liego je±li na A jest zadana
norma taka »e w tej normie A jest przetrzeni¡ Banacha, za± nawias Liego jest
ci¡gªy, tzn. istnieje C takie »e ∥[x, y]∥ ≤ C∥x∥∥y∥. Powiemy »e grupa G jest Ck

z k ≥ 1 grup¡ Banacha-Liego je±li ma struktur¦ rozmaito±ci Ck modelowanej
na przestrzeni Banacha i operacje grupowe, tzn. mno»enie i odwrotno±¢ s¡ Ck.
Podobnie powiemy »e G jest analityczn¡ grup¡ Banacha-Liego je±li ma struk-
tur¦ rozmaito±ci analitycznej modelowanej na przestrzeni Banacha i operacje
grupowe s¡ analityczne.

Oczywista mody�kacja de�nicji wy»ej daje de�nicj¦ lokalnej grupy Banacha-
Liego (Ck lub analitycznej).

Je±li G jest lokaln¡ grup¡ Banacha-Liego to na G mo»na zde�niowa¢ pra-
wostronnie niezmiennicze pola wektorowe. Mo»na pokaza¢ »e komutator prawo-
stronnie niezmienniczych pól wektorowych jest prawostronnie niezmienniczym
polem wektorowym. Mo»na te» pokaza¢ »e prawostronnie niezmienniczym pole
wektorowe jest jednoznacznie wyznaczone przez warto±¢ w jedynce grupy. A
wi¦c przestrze« prawostronnie niezmienniczym pól wektorowych ma struktur¦
przestrzeni Banacha z norm¡ zadan¡ wzorem ∥X∥ = ∥X(e)∥. Wida¢ »e w tej
normie nawias Liego jest ci¡gªy. Je±li k ≥ 2 to ªatwo sprawdzi¢ »e nawias Liego
speªnia to»samo±¢ Jacobiego. A wi¦c lokalna grupa Banacha-Liego klasy Ck z
k ≥ 2 ma dobrze zde�niowan¡ algebr¦ Liego (która jest algebr¡ Banacha-Liego).

Maj¡c dan¡ algebr¡ Banacha-Liego A wzór Campbella-Bakera-Hausdor�a
pozwala zde�niowa¢ mno»enie w otoczeniu 0 w A. W ten sposób otrzymujemy
lokaln¡ analityczn¡ grup¦ Banacha-Liego z algebr¡ Liego A. Naturalne jest py-
tanie czy istnieje (globalna) grupa Banacha-Liego z algebr¡ Liego A. Ogólnie to
nie, ale mo»na pokaza¢ wyniki szczególne w tym kierunku.

Specjalizuj¡c Lemat 3.1 do przypadku Banacha-Liego otrzymujemy nast¦-
puj¡cy lemat:

Lemat 4.1 Niech L b¦dzie lokaln¡ grup¡ Banacha-Liego. L mo»na zanurzy¢
dyfeomor�cznie w grup¦ Banacha-Liego wtedy i tylko wtedy gdy L jako grupa
cz¦±ciowa zanurza si¦ w grup¦.

Lemat 4.2 Je±li isnieje ci¡gªe ró»nowarto±ciowe odwzorowanie ι algebry Banacha-
Liego A w algebr¦ Liego algebry Banacha B (gdzie nawias Liego to komutator),
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to A jest algebr¡ Liego grupy Banacha-Liego. W szczególno±ci, je±li A ma try-
wialne centrum to A jest algebr¦ Liego grupy Banacha-Liego.

Dowód: Najpierw rozpatrzmy przypadek gdy A ma trywialne centrum. Wtedy
odwzorowanie x 7→ adx jest ró»nowarto±ciowym odwzorowaniem z A w algebr¦
Banacha L(A) operatorów liniowych ograniczonych na A, które przeprowadza
nawias Liego w A na komutator w L(A). A wi¦c ta cz¦±¢ wynika z pierwszej
cz¦±ci.

Je±li B jest algebr¡ Banacha to grupa G elementów odwracalnych w B jest
analityczn¡ grup¡ Banacha-Liego. Mianowicie, G jest podzbiorem otwartym w
B, wi¦c jest rozmaito±ci¡ analityczn¡. Oczywi±cie mno»enie i odwrotno±¢ s¡
analityczne, wi¦c faktycznie G jest analityczn¡ grup¡ Banacha-Liego. Je±li f
jest funkcj¡ gªadk¡ zde�niowan¡ w pewnym otoczeniu e = 1, za± X ∈ B to

Xf(g) = (∂tf((1 + tX)g))|t=0 = (∂ϕX(g)f)(g)

gdzie ϕX(g) = Xg, za± ∂v dla v ∈ B oznacza pochodn¡ kierunkow¡ w kierunku
wektora v. Teraz

XY f = ∂ϕX
∂ϕY

f = f ′′(ϕX , ϕY ) + ∂∂ϕX
ϕY
f,

Y Xf = f ′′(ϕY , ϕX) + ∂∂ϕY
ϕX
f.

Jako »e druga pochodna jest symetryczna to odejmuj¡c dostaniemy

(XY − Y X)f = ∂∂ϕX
ϕY
f − ∂∂ϕY

ϕX
f

czyli
[X,Y ] = (XY − Y X)(e) = (∂ϕX

ϕY − ∂ϕY
ϕX)(e).

Uwzgl¦dniaj¡c wzór ϕX(g) = Xg mamy

∂ϕX
ϕY = ∂XgY g = Y Xg

czyli
[X,Y ] = Y X −XY.

Innymi sªowy nawias Liego algebry Liego B to minus komutator elementów B.
Teraz bierzemy jako G̃ grup¦ G z odwróconym mno»eniem, tzn. a · b w G̃ to ba
w G. �atwo sprawdzi¢ »e nawias Liego w G̃ to minus nawias Liego w G, czyli
G̃ jest algebr¡ Banacha-Liego z algebr¡ Liego B.

Odwzorowanie x 7→ exp(x) gdzie exp jest zadane szeregiem pot¦gowym jest
analitycznym odwzorowanie z B w G̃. Jego pochodna w 0 to identyczno±¢ B.
A wi¦c na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej exp jest ró»nowarto±ciowe w
pewnym otoczeniu 0 w B.
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