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1 Modutly nad algebrami poétprostymi

1.1 Operator Casimira

Niech A bedzie skoniczenie wymiarowa polprosta algebra Liego nad cialem cha-
rakterystyki 0. Wtedy forma Killinga A jest niezdegenerowana. Niech e; bedzie
baza A za$ f; baza dualnag wzgledem formy Killinga.

Lemat 1.1 Przy zalozenich jak wyzej ¢ = Y. e;f; lezy w centrum algebry ob-
wiedniej U(A).

Dowdd: [z,c] = > ([z,ei]fi + e[z, fi]. Wystarczy pokazaé ze dla dowolnego
z € A mamy [z,c] = 0. Ustalmy z. Niech ¢ € A ® A bedzie zadane wzorem:

c= Z([Z,ei] ® fi + e ® [z, fi].

Chcemy pokazaé¢ ze ¢ = 0. Zauwazmy ze forma Ko zdefiniowana na tensorach
prostych wzorem

Kg(l‘ QY,t® u) = K(I,t)K(yau)

jest niezdegenerowana na A ® A. A wiec wystarczy wyliczy¢

K@ fr@er) = > (K([z e, K (firex) + K (eq, f) K ([2, £, ex))-
Dla i # k pierwszy skladnik jest zerem, dla i # [ drugi skladnik jest zerem.
Czyli mamy
K2(67 fl ® ek‘) = K([Zaek]vfl) + K([Z, fl]aek) = K([zaekal) + K(eka [Z7fl]) =0

gdzie ostatnia réwnosé zachodzi bo K jest niezmiennicza. A wiec pokazalismy
ze Ks(¢,w) =0dlaw e A® A, czyli skoro Ko jest niezdegenerowana to ¢ = 0.
Ale [z, c] jest obrazem ¢ przez naturalny homomorfizm z T(A) w U(A), czyli

[2,c] = 0. Jako ze z bylo dowolne oznacza to ze ¢ komutuje z obrazem A w
U(A). Ale obraz A generuje U(A), wiec ¢ komutuje z U(A), czyli jest w cen-
trum U(A). O



1.2 Poélprostota modutow

Lemat 1.2 Niech A bedzie pdtprostq algebrq Liego nad ciatem R charaktery-
styki 0, V' nietrywialnym modutem Liego skoriczenie wymiarowym jako prze-
strzen wektorowa nad R. Oznaczmy przez w(x) dziatanie v € A na V. Wtedy
forma Sladowa

Ky (2,y) = Te(r(@)m(y))

jest niezerowa. Jesli A jest algebrg prostq to Ky jest wielokrotnoscig formy
Killinga.

Dowaod: Bez utraty ogoélno$ci mozna zaktadaé ze cialo jest algebraicznie do-
mkniete. Jesli A =s1(2, R) 1V jest modutem prostym nad A to wynik wynika z
opisu modutéw prostych nad A skoriczenie wymiarowych jako przestrzen nad R.
Przy tym Ky jest dodatnia wymierna wielokrotnoscia formy Killinga. Jesli V/
jest tylko modutem skoniczenie wymiarowym to rozwazamy jego ciag Jordana-
Holdera. Wtedy Ky = > Ky, gdzie V; sa A-modutami prostymi. Skoro dla kaz-
dego i Ky, jest dodatnia wymierna wielokrotnoscia formy Killinga, to réwniez
Ky jest dodatnia wymierng wielokrotnoscia formy Killinga. Ogolne potproste A
jest generowane przez sume podalgebr izomorficznych z s1(2, R). Gdyby kazda
z tych podalgebr dziatala trywialnie na V', to dzialanie A bytoby trywialne. A
wiec co najmniej jedno z sl(2, R) dziala nietrywialnie i daje niezerowa wartosé
formy Ky . Jesli A jest prosta to dowolna forma symetryczna niezmiennicza jest
wielokrotnoscig formy Killinga. |

Lemat 1.3 Jesli A jest skoricznie wymiarowqg prostq algebrg Liego nad ciatem
R charakterystyki 0, V' jest modutem prostym nad A i skoriczenie wymiarowq
przestrzeniqg nad R to ciqgg doktadny

0=-V-W-—=R—=0
sie rozszezepia, czyli V--ma modul dopelniczy.

Dowdd: A dziala trywialnie na R (bo w przeciwnym razie A dziatanie byloby
wierne, ale obraz jest przemienny). A wiec elementy A odwzorowuja W w V.
Oznacza to ze rowniez obraz operatora Casimira 7(c) odwzorowuje W w V.
Na V 7(c) komutuje z dzialaniem A, czyli skoro V jest prosty, to m(c) jest
wielokrotnosciag identycznosci. Forma sladowa Ky jest niezerowa wielokrotnoscia
formy Killinga, czyli

Tr(m(c)) = ZTT(?T(ei)W(fi)) = ZKV(ei,fi) = )\ZK(ei,fi) = Adim(A)

czyli m(c) ma niezerowy $lad, wiec jest niezerowy i jego jadro daje szukang pod-
przestrzen. O

Lemat 1.4 Jesli A jest potprosta i skoriczenie wymiarowa nad ciatem R charak-
terystyki 0, V' jest modutem Liego nad A skoviczonego wymiaru jako przestrzen
wektorowa nad R, to V' jest sumq prostq prostych modutow Liego.



Dowdd: Poprzedni lemat przez indukcje daje dowdd lematu o przedstawieniu
modutu jako sumy prostej. Najpierw zauwazmy ze poprzedni lemat dalej dziata
nawet jak V' nie jest modutem prostym, mianowicie wydzielamy V przez podmo-
dut U taki ze iloraz jest prosty, stosujemy lemat i dostajemy ciag w modulami
Uis:
0—-U—-S—=R—0.

Modul U ma mniejsza dlugo$é, wiec po skoniczonej ilosci krokow zredukujemy
go do modulu zerowago, wtedy S bedzie modutem dopelniczym.

Dalej algebra polprosta jest sumag prosta algebr prostych. Stosujemy lemat
do jednego sktadnika, wydzielajac przez podmoduty V gdzie ten sktadnik dziata
trywialnie. Pozwala to zmniejszy¢ moduly i wyelimonwaé jeden skladanik z
sumy prostej co daje indukcyjny dowdd dla sumy prostej. W ogdlnym przy-
padku rozpatrujemy modut Liego W nad A i jego podmodut V. Niech U bedzie
podprzestrzenia przestrzeni homomorfizméw (odwzorowan liniowych nad R) z
W w V ktore sprowadzaja sie do mnozenia przez skalar na V. Niech S bedzie
podprzestrzenia U skladajaca sie z odwzorowan zerowych na V. A dziala przez
komutator na U odwzorowujac je w V. Na mocy lematu istnieje element p € U
ktory komutuje z A i jest identycznoscig na V. Jadro p daje teraz podmodut
dopelniczy do V. (]

1.3 Twierdzenie Levy’ego-Malcewa

Lemat 1.5 Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrq Liego nad ciatem
charakterystyki 0. Jesli A ma ideat abelowy I, A/I jest pétprosta i A ma try-
wialne centrum to istnieje podalgebra S C A taka ze A/I jest izomorficzne z

S.

Dowdd: Znowu rozpatrujemy przestrzeii W odwzorowan liniowych z A w I ktore
sg wielokrotnoscia identycznosci na I. A dziala na W wzorem

7(a)(w) = ad,w — wad,

Mamy podprzestrzenn V' sktadajaca sie z odwzorowan ktore sg zerem ma 1.
Zauwazmy ze w(a)W C V.

Jesli a € T to adyw = 0, czyli m(a)w = —A(w)ad,, gdzie A(w) to skalar taki
ze wv = A(w)v dla v € I. A ma trywialne centrum, wiec ad jest iniektywne. A
wiec ad odwzorowuje I réznowartosciowo na podprzestrzern U C V. Z postaci
7 wynika ze U jest niezmiennicza na dzialanie w. A wiec A dziala na W/U.
Wyzej pokazalismy ze dla a € T mamy 7(a)(W) C U, czyli I dziala zerowo na
W/U. A wigc dostaniemy dzialanie A/I na W/U. Jako ze A/I jest polprosta,
to podprzestrzen V/U ma podprzestrzeni dopelnicza, czyli istnieje w € W takie
ze m(a)w € U i A(w) = —1. Niech S = {a € A : n(a)w = 0}. Oczywiscie S jest
podalgebra A. Zauwazmy ze wzor 7(a)w = ad, dla a € I implikuje ze A = S@T
jako przestrzen wektorowa. Oczywiscie S jest izomorficzne z A/I. O

Lemat 1.6 (Levy, Malcev) Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg Liego
nad ciatem charakterystyki 0 zas R bedzie maksymalnym ideatem rozwigzalnym



w A. Wtedy A/R jest algebrg pdtprostq. Ponadto istnieje podalgebra S C A
dopetnicza do R. Tzn. A/R jest izomorficzne z S i A jest produktem pdtprostym
S i R.

Dowdd. Najpierw zauwazmy ze A/R jest algebra potprosta. Mianowicie w prze-
ciwnym przypadku A/R zawieratoby rozwiazalny ideat I. Niech J bedzie prze-
ciwobrazem I przez odwzorowanie ilorazowe z A w A/R. J jest idalem w A
i jest rozwiazalny bo jego iloraz przez rozwiazalny ideal R jest izomorficzny z
rozwiazalnym I. To przeczyloby maksymalnosci R, czyli A/R jest polprosta.

Wiemy ze istnienie algebry dopelniczej S implikuje ze A jest produktem
polprostym. Pozostaje pokazaé istnienie S. W tym celu rozpatrujemy R jako
modutl Liego nad A. Dowdd jest indukcjny ze wzgledu na wymiar R. Najpierw
rozpatrujemy przypadek gdy R jest modutem prostym nad A. Wtedy R jest
idealem abelowym w A (bo w przeciwnym razie [R, R] dalby nam nietrywialny
podmodut Liego). Jesli R jest modutem trywialnym, to R jest rowne centrum
A. Wtedy dzialanie dotaczone A na A daje nam dzialanie A/R na A. Przy tym
dziataniu R jest podmodutem niezmienniczmym. Jako ze A/R jest polprosta to
istnieje podmodut dopetniczy S. Oczywiscie jest to tez podmodul dla dziatania
A, czyli podalgebra. Mamy przy tym S = [A, A].

Jesli R jest nietrywialnym modulem prostym to centrum A jest trywialne.
Mianowicie, centrum A jako ideal rozwiazalny jest podmodutem Liego w R. Jako
ze R jest prosty, to albo R jest rowne centrum A i wtedy R bytby trywialny,
albo centrum jest trywialne. Jako ze centrum A jest trywialne i R jest abelowy
to dostajemy wynik z Lematu 1.5.

Gdy R nie jest modutem prostym to indukcyjnie zakladamy ze wynik za-
chodzi dla algebr z R mniejszego wymiaru. Niech I bedzie maksymalnym pod-
modutem Liego w R roznym od R. Wtedy R/I jest modutem prostym (bo
nietrywialny podmodul R/I jako przeciwobraz przez odwzorowanie ilorazowe
datby podmodul R wiekszy od I). Niech A; bedzie ilorazem A/I. Wtedy R/I
jest maksymalnym idealem rozwiazalnym w A;. Jako ze R/I jest prostym mo-
dutem Liego nad A jest tez modutem prostym nad A;. A wiec do A; stosuje
sie poprzednio udowodniona czesé i istnieje podalgebra S; dopelicza do R/I
w Aj. Niech As bedzie przeciwobrazem S; w A. Ao U R = I jest maksymalnym
ideatem rozwiagzalnym w As. Jako ze wymiar [ jest mniejszy niz wymiar R, to
z zalozenia indukcyjnego Ao zwiera podalgebra S dopelnicza do I. Ale S jest
tez algebra dopelnicza do R w A. ]



