
De�nicja. Je±li M jest moduªem Liego nad algebr¡ Liego A nad pier±cie-
niem R to de�nujemy EndA(M) jako zbiór endomor�zmów M które komutuj¡
z dziaªaniem A. EndA(M) ma naturaln¡ struktur¦ algebry ª¡cznej nad R.

Lemat 0.1 Niech A b¦dzie algebr¡ Liego tak¡ »e albo A = [A,A] albo centrum A
jest trywialne. Traktujemy A jako A-moduª (A dziaªa przez ad). Wtedy EndA(A)
jest przemienny.

D. Niech a, b ∈ EndA(A). Zauwa»ny »e

a[x, y] = aadx(y) = adx(ay) = [x, ay].

Ponadto
a[x, y] = −a[y, x] = −[y, ax] = [ax, y].

A wi¦c
ab[x, y] = a[x, by] = [ax, by] = b[ax, y] = ba[x, y].

Je±li A = [A,A] to równo±¢ wy»ej oznacza »e ab = ba. W przeciwnym razie A
ma trywialne centrum i piszemy

[abx, y] = ab[x, y] = ba[x, y] = [bax, y].

A wi¦c (ab− ba)x jest w centrum A, czyli (ab− ba)x = 0, czyli równie» w tym
przypadku ab = ba. □

Lemat 0.2 Je±li A jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem K
charakterystyki 0, to istnieje sko«czone rozszerzenie algebraiczne L/K takie »e
rozkªad na przestrzenie pierwiastkowe nad L jest identyczny z rozkªadem nad
domkni¦ciem algebraicznym K.

D. Rozszerzamy K tak by elementy bazy podalgebry Cartana miaªy komplet
warto±ci wªasnych. Wtedy dziaªanie przez ad caªej podalgebra Cartana daje si¦
przedstawi¢ w postaci trójk¡tnej górnej co daje identyczny rozkªad jak nad do-
mkni¦ciem algebraicznym K. □

Lemat 0.3 Je±li A jest prost¡ sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ Liego nad ciaªem
K, to istnieje sko«czone rozszerznie algebraiczne F/K takie »e A mo»na potrak-
towa¢ jako algebr¦ Liego nad F . Ponadto oznaczaj¡c przez B A potraktowane
jako algebra Liego nad F mamy EndB(B) = F i B jest prosta.

D. Niech F = EndA(A). Na mocy lematu 0.1 F jest pier±cieniem prze-
miennym. Na mocy lematu Schura F jest pier±cieniem z dzieleniem. Oczy-
wi±cie F zawiera K i ma sko«czony wymiar nad K, a wi¦c F jest sko«czo-
nym rozszerzeniem K. Niech B to b¦dzie A traktowane jako algebra Liego
nad F . Jako »e F jest przemienne to endomor�zm A nad K jest F liniowy,
czyli jest te» endomor�zmem nad F , czyli endomor�zmem B co daje równo±¢
EndB(B) = EndA(A) = F . Podmoduª M ⊂ B mo»na potraktowa¢ jako pod-
moduª nad A, a wi¦c skoro A jest prosta to albo M = {0}, albo M = A, czyli
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B faktycznie jest prosta. □

De�nicja: Algebr¦ ª¡czn¡ nazywamy prost¡ je±li nie zawiera nietrywialnych
ideaªów dwustronnych.

Komentarz: �¡czna algebra prosta mo»e zawiera¢ nietrywialne ideaªy lewo-
stronne, wi¦c nie musi by¢ moduªem prostym nad sob¡.

Lemat 0.4 Je±li F/K jest rozszerzeniem ciaª, A jest algebr¡ ª¡czn¡ (lub Liego)
nad K, M jest moduªem nad K takim »e EndA(M) = K to EndAF

(MF ) = F .

D. Dowód w obu przypadkach tzn. ª¡cznym i Liego jest prawie taki sam.
Dalej b¦dziemy u»ywa¢ notacj¦ ª¡czn¡ bo jest nieco prostsza (w przypadku
Liego trzeba by w ró»nych miejscach zamiast y pisa¢ ady).

Niech fα b¦dzie baz¡ F nad K. Wtedy

MF = M ⊗K F = ⊕αM ⊗K Kfα

jako przestrze« wektorowa nadK, czyli dowolny elementMF mo»na jednoznacz-
nie zapisa¢ w postaci

∑
α xα ⊗ fα. Niech Z ∈ EndAF

(MF ). Mo»emy napisa¢

Z(
∑
α

xα ⊗ fα) =
∑
α

Z(xα ⊗ fα) =
∑
α

∑
β

zβ,α(xα)⊗ fβ

gdzie zβ,α to wspóªcznniki w zapisie Z(xα ⊗ fα). Niech y ∈ A. Mamy

Z(y
∑
α

xα ⊗ fα) =
∑
α

∑
β

zβ,α(yxα)⊗ fβ .

Jako »e Z ∈ EndAF
(MF ) to

Z(y
∑
α

xα ⊗ fα) = yZ(
∑
α

xα ⊗ fα) =
∑
α

∑
β

yzβ,α(xα)⊗ fβ

czyli skoro zapis wy»ej jest jednoznaczny to

zβ,α(yxα) = yzβ,α(xα).

Jako »e xα s¡ dowolne to zβ,α ∈ EndA(M). Ale EndA(A) = K, czyli istniej¡
cβ,α ∈ K takie »e

Z(
∑
α

xα ⊗ fα) =
∑
α

∑
β

cβ,αxα ⊗ fβ .

Niech teraz W b¦dzie K-liniowym odworowaniem na F zadanym wzorem

W (
∑

kαfα) =
∑
α

∑
β

cβ,αkαfβ

Wida¢ »e Z = idM ⊗ W . Jako »e Z jest F -liniowe to równie» W musi by¢ F -
liniowe, czyli bior¡c a = W (1) dla ka»dego f ∈ F mamy W (f) = af . Ale to
oznacza »e dla ka»dego x ∈ MF mamy Z(x) = ax. Jako »e Z ∈ EndAF

(MF )
byª dowolny oznacza to »e EndAF

(MF ) = F . □

De�nicja: Algebr¦ ª¡czn¡ (lub Liego) A nad ciaªem K nazywamy centraln¡
prost¡ je±li A⊗ K̄ jest algebr¡ prost¡.
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Lemat 0.5 Niech A b¦dzie algebr¡ ª¡czn¡ lub Liego nad ciaªem K. Niech M
b¦dzie moduªem nad A takim »e EndA(M) = K i niech V b¦dzie przestrzeni¡
wektorow¡ nad K. Wtedy dowolny podmoduª N ⊂ M⊗K V jest postaci. z M⊗K

W gdzie W ⊂ V jest podprzestrzeni¡.

D. Oczywi±cie EndA(M) = K implikuje »e M jest moduªem prostym. S =
M ⊗K V jest izomor�czny z sum¡ prost¡ dim(V ) kopii M (gdzie dim(V ) mo»e
by¢ niesko«czone).

Dla sko«czonego dim(V ) stosujemy indukcj¦. Dla dim(V ) = 1 wynik jest
oczywisty. Dla wi¦kszego wymiaru zapisujemy V = K⊕V1 gdzie V1 ma wymiar
o 1 mniejszy. Wtedy S jest izomor�czne z M ⊕M ⊗V1. Rozpatrujemy rzut z N
na pierwszy skªadnik. Obraz to albo {0} albo caªe M . W pierwszym przypadku
N ⊂ M ⊗ V1 i stosujemy zaªo»enie indukcyjne. W drugim rozpatrujemy N ∩
M ⊗ V1. Jest to podmoduª M ⊗ V1 a wi¦c z zaªo»enia indukcyjnego jest postaci
M ⊗ W1. Je±li W1 jest nietrywialne to zast¦pujemy V przez V/W1 a N przez
N1 = N/(M ⊗W1). V/W1 ma miejszy wymiar ni» V , wi¦c stosuje si¦ zaªo»enie
indukcyjne i N1 = M ⊗W2 gdzie W2 jest podprzestrzeni¡ V/W1. Wtedy N =
M ⊗W gdzie W jest przeciwobrazem W2 przez odwzorowanie ilorazowe. A wi¦c
pozostaje rozpatrze¢ przypadek gdy N ∩ M ⊗ V1 jest trywialne. Wtedy dla
m ∈ M istnieje dokªadnie jeden v ∈ M ⊗ V1 taki »e (m, v) ∈ N . Mianowicie,
gdyby byªy dwa v, tzn. v1, v2 ∈ M ⊗ V1 takie »e (m, vi) ∈ N to (0, v1 − v2) =
(m, v1)−(m, v2) byªby niezerowym elementemN∩M⊗V1, a to ju» rozwa»yli±my.
A wi¦c N jest wykresem odwzorowania ϕ z M w M ⊗ V1. Jako »e V1 jest
sum¡ prost¡ przestrzeni jednowymiarowych to ϕ jest sum¡ prost¡ odwzorowa«
ϕi z M w kopie M . Jako »e EndA(M) = K to ka»de ϕi to mno»enie przez
element ai ∈ K. Czyli elementy N s¡ postaci (v, a1v, . . . anv) gdzie n to wymiar
V1. Wynika st¡d »e N = M × W gdzie W jest przestrzeni¡ rozpinan¡ przez
(1, a1, . . . an). To ko«czy krok indukcyjny i dowód dla sko«czenie wymiarowego
V .

W ogólnym przypadku niech W b¦dzie maksymaln¡ podprzestrzeni¡ V tak¡
»e N1 = M ⊗ W ⊂ N . Gdyby N1 ̸= N to jak poprzednio rozpatrujemy
N2 = N/N1 i V2 = V/W . N/N1 byªby niezerowym podmoduªem, wi¦c za-
wieraª by pewien element n. Dowoly element produktu tensorowego M ⊗V2 jest
zawarty w produkcie tensorowym sko«czenie wymiarowej prodprzesteni z M . A
wi¦c istnieje sko«czenie wymiarowa podprzestrze« V3 ⊂ V2 taka »e n ∈ M ×V3,
czyli N2∩M×V3 ̸= {0}. Z wyniku w wymiarze sko«czonym istnieje nietrywialna
podprzestrze« V4 ⊂ V3 taka »e M ⊗V4 ⊂ N2. Przeciwobraz V4 daªby przestrze«
V5 ⊂ V tak¡ »e M ⊗ V5 ⊂ N i V5 jest wi¦ksza od W . To daje sprzeczno±¢ z
maksymalno±ci¡ W i pokazuje »e N = M ⊗W □

Lemat 0.6 Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ prost¡ algebr¡ Liego nad cia-
ªem K tak¡ »e EndA(A) = K. Wtedy A jest centralna prosta.

D. Oczywi±cie AK̄ = A ⊗ K̄ jest sko«czenie wymiarowa nad K̄. Na mocy
lematu 0.4 EndAK̄

(AK̄) = K̄. By pokaza¢ »e AK̄ jest prosta rozpatrujemy AK̄

jako A-moduª. Na mocy lematu 0.5 dowolny A-podmoduª AK̄ jest postaci A⊗V
gdzie V jest podprzestrzeni¡ K̄. Je±li V jest trywialna to podmoduª jest try-
wialny. Je±li V jest nietrywialna a podmoduª jest równie» podprzestrzeni¡ nad
K̄ to V = K̄ czyli podmoduª jest równy AK̄ , czyli AK̄ jest moduªem prostym
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nad sob¡ czyli AK̄ jest algebr¡ prost¡. □

Lemat 0.7 Je±li F/K jest rozszerzeniem ciaª, A jest algebr¡ prost¡ nad F , B
to A potraktowane jako algebra Liego nad K, to B jest prosta.

D. Niech I b¦dzie nietrywialnym ideaªem w B i niech G = {[x, y], x ∈ B, y ∈
I]}. Jako »e mno»enie przez elementy F komutuje z ad, to G jest zamkni¦te
na mno»enie przez elementy F . A wi¦c J = linKG jest przestrzeni¡ wektorow¡
nad F i jest zamkni¦te na komutatory z elementami A, czyli jest ideaªem w A.
Gdyby J byª trywialny to elementy I le»aªyby w centrum B, czyli A miaªoby
nietrywialne centrum. Ale A jest prosta, wi¦c na trywialne centrum. Czyli J
byªby nietrywialnym ideaªem w A. Jako »e A jest prosta oznacza to »e J = A.
Ale elementy J nale»¡ do I, czyli I = B i B jest prosta. □

Komentarz: Otrzymane wyniki pokazuj¡ »e klasy�kacja prostych algebr Liego
nad dowolnymi ciaªami w pewnym sensie sprowadza si¦ do klasy�kacji algebr
centralnych prostych. Mianowicie je±li prosta algebra nie jest centralna prosta to
mo»na j¡ rozwa»a¢ jako algebr¦ nad wi¦kszym ciaªem nad którym jest ona cen-
tralna prosta. Przy tym ogranczenie skalarów z wi¦kszych ciaªa do oryginalngo
ciaªa da nam algebry proste, dokªadniej da nam wszystkie algebry proste które
nie s¡ centalne proste. Algebry centralne proste pozostaj¡ proste przy algebra-
icznych rozszerzeniach ciaªa skalarów, co upraszcza ich badanie. Ale algebry
nieizomor�czne nad K mog¡ sta¢ si¦ izomor�czne nad rozszerzeniem K. Je±li
po rozszerzeniu ciaªa skalarów zK do algebraicznego rozszerzeniaK algebra AK

jest izomor�czna z algebr¡ B to mówimy »e A jest form¡ B nad K. Zbadanie
wszystkich form nad K danej algebry prostej B wymaga dodatkowych poj¦¢ i
do±¢ znacznego wysiªku.
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