Definicja. Jesli M jest modutem Liego nad algebra Liego A nad pierscie-
niem R to definujemy End 4 (M) jako zbior endomorfizméw M ktore komutuja
z dzialaniem A. End4 (M) ma naturalng strukture algebry tacznej nad R.

Lemat 0.1 Niech A bedzie algebrq Liego takg zZe albo A = [A, A] albo centrum A
jest trywialne. Traktujemy A jako A-modut (A dziata przez ad). Wiedy End 4(A)
jest przemienny.

D. Niech a,b € End4(A). Zauwazny ze

alz,y] = aad,(y) = ad, (ay) = [z, ay].

Ponadto
a[a:,y} = —a[y,ac] = —[y,am] = [ax,y].

A wiec
ablz,y] = alz,by] = [ax, by] = blax, y] = balx, y].

Jesli A = [A, A] to réwnosé wyzej oznacza ze ab = ba. W przeciwnym razie A
ma trywialne centrum i piszemy

[abz, y] = ablx,y] = ba[z,y] = [baz,y].

A wiec (ab — ba)x jest w centrum A, czyli (ab — ba)x = 0, czyli rOwniez w tym
przypadku ab = ba. O

Lemat 0.2 Jesli A jest skoriczenie wymiarowg algebrg Liego nad ciatem K
charakterystyki 0, to istnieje skoriczone rozszerzenie algebraiczne L/ K takie ze
rozktad na przestrzenie pierwiastkowe nad L jest identyczny z rozktadem nad
domknieciem algebraicznym K.

D. Rozszerzamy K tak by elementy bazy podalgebry Cartana mialty komplet
wartosci wlasnych. Wtedy dzialanie przez ad catej podalgebra Cartana daje sie
przedstawi¢ w postaci tréjkatnej gornej co daje identyczny rozktad jak nad do-
mknieciem algebraicznym K. O

Lemat 0.3 Jesli A jest prostq skoriczenie wymiarowq algebrq Liego nad ciatem
K, to istnieje skoriczone rozszerznie algebraiczne F/K takie ze A mozna potrak-
towaé jako algebre Liego nad F. Ponadto oznaczajgc przez B A potraktowane
jako algebra Liego nad F mamy Endg(B) = F i B jest prosta.

D. Niech F = End4(A). Na mocy lematu 0.1 F jest pierScieniem prze-
miennym. Na mocy lematu Schura F jest pier§cieniem z dzieleniem. Oczy-
wisScie F' zawiera K i ma skoriczony wymiar nad K, a wiec F' jest skonczo-
nym rozszerzeniem K. Niech B to bedzie A traktowane jako algebra Liego
nad F. Jako ze F jest przemienne to endomorfizm A nad K jest F' liniowy,
czyli jest tez endomorfizmem nad F', czyli endomorfizmem B co daje rownosé
Endp(B) = End4(A) = F. Podmodul M C B mozna potraktowa¢ jako pod-
modul nad A, a wiec skoro A jest prosta to albo M = {0}, albo M = A, czyli



B faktycznie jest prosta. |

Definicja: Algebre taczna nazywamy prosta jesli nie zawiera nietrywialnych
ideatéw dwustronnych.

Komentarz: Laczna algebra prosta moze zawiera¢ nietrywialne idealty lewo-
stronne, wiec nie musi by¢ modulem prostym nad soba.

Lemat 0.4 Jesli F'/K jest rozszerzeniem cial, A jest algebrg tgczng (lub Liego)
nad K, M jest modutem nad K takim ze Enda(M) = K to Enda,(Mp) = F.

D. Dowéd w obu przypadkach tzn. tacznym i Liego jest prawie taki sam.
Dalej bedziemy uzywaé notacje taczna bo jest nieco prostsza (w przypadku
Liego trzeba by w réznych miejscach zamiast y pisac¢ ad,).

Niech f, bedzie baza F nad K. Wtedy

MF:M®KF:@QM®KKfa

jako przestrzen wektorowa nad K, czyli dowolny element Mr mozna jednoznacz-
nie zapisa¢ w postaci ) 2o ® fo. Niech Z € End g, (Mp). Mozemy napisac

Z(Zxa ® fo) = ZZ(xa ® fa) = Zzzﬁ,a(xa) ® fs
o o o B
gdzie zg  to wspotcznniki w zapisie Z(zo ® fo). Niech y € A. Mamy
Zma®fa —ZZZ[;;Q YZo) ® fa.
Jako ze Z € Enda,.(MF) to

(yzxa ® fa) = yZ(Zxa ® fa) = Zzyzﬁ,a(xa) ® fp
«@ [e% o B

czyli skoro zapis wyzej jest jednoznaczny to

28,0(Y%a) = y2g,a(Ta)-
Jako ze z, s3 dowolne to zg, € Enda(M). Ale Endas(A) = K, czyli istniejg

cg,o € K takie ze
Z$a®fa —chﬁaxa(@fﬁ
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Niech teraz W bedzie K-liniowym odworowaniem na F' zadanym wzorem
WQ_kafa) =D csakals
a B

Wida¢ ze Z = idy; @ W. Jako ze Z jest F-liniowe to réwniez W musi byé F-
liniowe, czyli biorac a = W (1) dla kazdego f € F mamy W(f) = af. Ale to
oznacza ze dla kazdego x € Mp mamy Z(x) = az. Jako ze Z € End . (MFp)
byl dowolny oznacza to ze Enda,.(Mp) = F. O

Definicja: Algebre taczng (lub Liego) A nad cialem K nazywamy centralna
prosta jesli A ® K jest algebrg prosta.



Lemat 0.5 Niech A bedzie algebrq tgczng lub Liego nad ciatem K. Niech M
bedzie modutem nad A takim ze Enda(M) = K i niech V bedzie przestrzeniq
wektorowqg nad K. Wiedy dowolny podmodut N C M Qi V jest postaci. z M Q@
W gdzie W C V jest podprzestrzeniq.

D. Oczywiscie End4 (M) = K implikuje ze M jest modulem prostym. S =
M ®g V jest izomorficzny z suma prosta dim(V') kopii M (gdzie dim(V') moze
by¢ nieskonczone).

Dla skoniczonego dim(V') stosujemy indukcje. Dla dim(V) = 1 wynik jest
oczywisty. Dla wiekszego wymiaru zapisujemy V = K @&V, gdzie V; ma wymiar
o 1 mniejszy. Wtedy S jest izomorficzne z M & M ® V;. Rozpatrujemy rzut z N
na pierwszy skladnik. Obraz to albo {0} albo cale M. W pierwszym przypadku
N C M ® V; i stosujemy zalozenie indukcyjne. W drugim rozpatrujemy N N
M ® V. Jest to podmodut M ® V; a wiec z zalozenia indukcyjnego jest postaci
M @ Wy. Jesli Wy jest nietrywialne to zastepujemy V przez V/W; a N przez
Ny = N/(M ® Wy). V/Wp ma miejszy wymiar niz V', wiec stosuje sie zatozenie
indukcyjne i Ny = M ® Wy gdzie Wy jest podprzestrzenia V/W;. Wtedy N =
M @W gdzie W jest przeciwobrazem Wy przez odwzorowanie ilorazowe. A wiec
pozostaje rozpatrzeé¢ przypadek gdy N N M ® V; jest trywialne. Wtedy dla
m € M istnieje dokladnie jeden v € M ® V; taki ze (m,v) € N. Mianowicie,
gdyby byly dwa v, tzn. vi,v2 € M ® V; takie ze (m,v;) € N to (0,v; —v9) =
(m,v1)—(m,vy) bylby niezerowym elementem NNM &V}, a to juz rozwazylismy.
A wiec N jest wykresem odwzorowania ¢ z M w M ® Vi. Jako ze Vi jest
sumyg prosta przestrzeni jednowymiarowych to ¢ jest suma prosta odwzorowar
¢; z M w kopie M. Jako ze Enda(M) = K to kazde ¢; to mnozenie przez
element a; € K. Czyli elementy N sa postaci (v, aqv,...a,v) gdzie n to wymiar
V1. Wynika stad ze N = M x W gdzie W jest przestrzenia rozpinang przez
(1,a1,...ay). To koniczy krok indukcyjuy i dowod dla skoriczenie wymiarowego
V.

W ogélnym przypadku niech W bedzie maksymalng podprzestrzenia V' taka
7e N7, = M ® W C N. Gdyby N; # N to jak poprzednio rozpatrujemy
Ny = N/Ny i Vo, = V/W. N/N; bylby niezerowym podmodulem, wiec za-
wieral by pewien element n. Dowoly element produktu tensorowego M ® V5 jest
zawarty w produkcie tensorowym skoriczenie wymiarowej prodprzesteni z M. A
wiec istnieje skonczenie wymiarowa podprzestrzen Vi C Vs taka ze n € M x Vs,
czyli NoNM x V3 £ {0}. Z wyniku w wymiarze skoficzonym istnieje nietrywialna
podprzestrzen V, C V3 taka ze M ® V4 C Ns. Przeciwobraz V; dalby przestrzen
Vs C V taka ze M ® V5 C N i V5 jest wieksza od W. To daje sprzecznosé z
maksymalnoscia W i pokazuje ze N = M @ W O

Lemat 0.6 Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq prostq algebrg Liego nad cia-
tem K takq ze Enda(A) = K. Wtedy A jest centralna prosta.

D. Oczywiscie Ay = A ® K jest skoniczenie wymiarowa nad K. Na mocy
lematu 0.4 End4, (Ag) = K. By pokaza¢ ze A jest prosta rozpatrujemy Ag
jako A-modutl. Na mocy lematu 0.5 dowolny A-podmodut A% jest postaci A@V
gdzie V jest podprzestrzenia K. Jesli V jest trywialna to podmodut jest try-
wialny. Jesli V' jest nietrywialna a podmodul jest réwniez podprzestrzenia nad
K to V = K czyli podmodut jest rowny Az, czyli Az jest modutem prostym



nad sobg czyli Ay jest algebra prosta. ]

Lemat 0.7 Jesli /K jest rozszerzeniem ciat, A jest algebrg prostq nad F', B
to A potraktowane jako algebra Liego nad K, to B jest prosta.

D. Niech I bedzie nietrywialnym ideatem w B iniech G = {[z,y]|,z € B,y €
I]}. Jako ze mnozenie przez elementy F komutuje z ad, to G jest zamkniete
na mnozenie przez elementy F. A wiec J = ling G jest przestrzenia wektorowg
nad F' i jest zamkniete na komutatory z elementami A, czyli jest idealem w A.
Gdyby J byt trywialny to elementy I lezalyby w centrum B, czyli A mialoby
nietrywialne centrum. Ale A jest prosta, wiec na trywialne centrum. Czyli J
bytby nietrywialnym ideatem w A. Jako ze A jest prosta oznacza to ze J = A.
Ale elementy J naleza do I, czyli I = B i B jest prosta. O

Komentarz: Otrzymane wyniki pokazuja ze klasyfikacja prostych algebr Liego
nad dowolnymi cialami w pewnym sensie sprowadza sie do klasyfikacji algebr
centralnych prostych. Mianowicie jesli prosta algebra nie jest centralna prosta to
mozna ja rozwazaé jako algebre nad wiekszym ciatem nad ktérym jest ona cen-
tralna prosta. Przy tym ogranczenie skalaréw z wiekszych ciata do oryginalngo
ciala da nam algebry proste, dokladniej da nam wszystkie algebry proste ktére
nie sg centalne proste. Algebry centralne proste pozostaja proste przy algebra-
icznych rozszerzeniach ciata skalarow, co upraszcza ich badanie. Ale algebry
nieizomorficzne nad K moga sta¢ sie izomorficzne nad rozszerzeniem K. Jesli
po rozszerzeniu ciata skalaréw z K do algebraicznego rozszerzenia K algebra Ay
jest izomorficzna z algebra B to moéwimy ze A jest forma B nad K. Zbadanie
wszystkich form nad K danej algebry prostej B wymaga dodatkowych pojeé i
do$¢ znacznego wysitku.



