1 Konstrukcje uniwersalne 2

Niech R bedzie piericieniem przemiennym zas§ M bedzie R-modulem. Powiemy
ze algebra z jedynka S(M) nad R ktora jest laczna i przemienna z odwzoro-
waniem R-liniowym ¢ : M — S(M) jest algebra symetryczng M wtedy i tylko
wtedy gdy kazde odwzorowanie R-liniowe f z M w algebre z jedynka 7" nad R
ktora jest tagczna i przemienna jednoznacznie przedtuza sie do homomorfizmu h
z S(M) w T, tzn. istnieje doktadnie jedno h takie ze f = hot.

Mozna to zilustrowaé diagramem

M——-5

Lemat 1.1 Algebra symetryczna istnieje i jest wyznaczona jednoznacznie z do-
ktadnoscig do izomorfizmu.

Dowdd: Mozna wzias¢ T(M) /I gdzie I jest idealem w T'(M) generowanym przez
{zy —yx : x,y € M}. Jednoznacznos¢ z doktadnoscia do izomorfizmu to stan-
dartowy argument. O

Lemat 1.2 Niech M bedzie modutem wolnym nad R z bazg {X, : « € I}.
Wtedy S(M) jest izomorficzne z pierscieniem wielomiandw od X, .

Dowdd: Odwzorowanie R-liniowe na M jest jednoznacznie wyznaczone przez
wartosci na bazie. Wynika stad ze pierscieit wielomianéw ma wlasnosé uniwer-
salng S(M), czyli jest izomorficzny z S(M). O

Teraz niech M bedzie algebra Liego nad R. W algebrze obwiedniej U (M)
niech Uy oznacza podmodul generowany przez produkty elementéow M dlugosci
mniejszej lub rownej k. Niech Vi oznacza Uy /Uy_; (iloraz jako R-modut).

Lemat 1.3 Przy zaloZeniach jak wyzej
UU, C Uk+l~

Ponadto mnozenie w U(M) daje dobrze zdefiniowane odwzorowanie z Vi, x V; w
Vit1. To daje mnozenie na
V == @zozo‘/k.

Jesli M jest modutem wolnym to V' z tym mnozeniem jest izomorficzne z S(M).

Dowdd: Zawieranie UpU; C Uy jest oczywiste. Wynika stad ze produkt elemen-
tow Vi 1V, w U(M) jest zdefiniowany jednoznacznie z doktadnoscia do elementu
Uk—1U; + UU;—1 C Ugqi—1, czyli jest jednoznaczny jako element Vjy;. Jesli M
jest modutem wolnym, to baza U(M) jest taka sama jak w przypadku prze-
miennym za$ iloczyn elementéw Uy i U; rézni sie od przypadku przemiennego
tylko o elementy nizszego rzedu. Czyli iloczyn elementow Vi i V; nie zalezy od



nawiasu Liego i jest taki sam jak w przypadku przemiennym. Ale w przypadku
przemiennym wynik jest oczywisty. (Il

Lemat 1.4 Istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr A : U(L) — U(L) ®
U(L) taki ze dla x € L mamy

Al(z) =(z) @1+ 1® 1(x).
Jesli R jest ciatem charakterystyki 0 to
yeU(L): Aly) =y@1+12y} =u(L).

Dowdd: Pierwsza czes¢ jest jasna. By pokazaé¢ drugg zauwazmy ze wtedy L jest
modulem wolnym. Najpierw rozpatrzymy przypadek przemienny. Wtedy U (L)
jest izomorficzne z pierscieniem wielomianow R(X), U(L) ® U(L) odpowiada
R(X,Y), zas odwzorowanie A odpowada podstawieniu

A(p(X)) =p(X +Y).

Czyli rownosé
Alx)=z@1+1®x

p(X +Y) =p(X) +p(Y).

Jesli p jest wielomianem jednorodnym stopnia n to podstawiajac Y = X mamy
2"p(X) = p(2X) = p(X + X) = p(X) + p(X) = 2p(X)

czyli 2 = 2" co w charakterystyce 0 jest mozliwe tylko wtedy gdy n =1 czyli p
jest liniowy, czyli odpowiedni element U (M) jest obrazem elementu M.

W ogélnym przypadku patrzymy na czesé najwyzszego rzedu n w x jako
element pierscienia V' z poprzedniego lematu. Do niego stosuje si¢ czesé prze-
mienna, co oznacza ze n = 1, czyli z € R@® L. Latwo zauwazy¢ ze cze$¢ z R nie
spelnia naszego warunku, wiec x € L, co koriczy dowod. O

1.1 Szeregi Liego

W tej czesci zakladamy ze R jest cialem charakterystyki 0. Rozpatrzny najpierw
wolng algebre Liego generowang przez zbiéor X, tzn. algebre Liego F' nad R z
odwzorowaniem ¢ : X — F taka ze kazde odwzorowanie f z X w algebre Liego A
nad R jednoznacznie przedtuza sie do homomorfizmu z F' w A. Doktadniej, przy
danym f istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr Liego h z F' w A taki ze
f = h o Istnienie h moza dowodzi¢ na wiele sposobow, w szczegdlnosci dziata
standartowa konstrukcja przez podobiekt (podalgebre) odpowiedniego duzego
produktu.

Lemat 1.5 Niech M bedzie modutem wolnym nad R z bazg X i niech F bedzie
wolng algebrg Liego generowang przez X. Wtedy uniwersalna algebra obwied-
nia U(F) jest naturalnie izomorficzna z algebrq tensorowq T (M), za$ F jest
izomorficzna z podalgebrg Liego w T(M) generowang przez obraz X .



Dowdd. Niech S bedzie algebra taczna nad R. Z wtasnosci modutu wolnego
odwzorowanie f z X w S jednoznacznie przedtuza sie do odwzorowania R-
liniowego z M w S. Z wlasnosci algebry tensorowej T'(M) istnieje doktadnie je-
den homomorfizm h z T(M) w S przedtuzajacy f. Niech F’ oznacza podalgebra
Liego w T(M) generowana przez X. Pokazane wyzej istnienie i jednoznacznosé
h oznacza ze T(M) jest uniwersalng algebra obwiednia dla F’. A wiec majac
dane odwzorowanie f z X w A otrzymamy dokladnie jeden homomorfizm h z
T(M)wU(A) takize taf = houx gdzie 14 oznacza wlozenie z A w U(A) zas 1x
oznacza wlozenie X w T(M). Zaktadamy ze R jest cialem, wiec algebra Liego
A nad R automatycznie jest modutem wolnym, czyli 14 jest réznowartosciowa.
A wiec ograniczajac h do F’ otrzymamy homomorfizm algebr Liego z F' w A.
Oczywiscie ten homomorfizm jest jedyny bo X generuje F’. A wiec F’ ma wtla-
sno$¢ uniwersalng algebry wolnej, czyli F’ jest izomorficzne z F. O

Przypominijmy sobie ze
T(M) = @2 M,

Czyli kazdy element T'(M) jest skoiiczona suma elementéow z M®* dla réznych
k. Intuicyjnie gdy M jest modulem wolnym generowanym przez X, to T'(M) to
algebra nieprzemiennych wielomianéw z zmiennych X. Chcemy teraz przejsé¢ do
formalnych szeregdéw potegowych. Intuicyjnie sa to nieskoriczone sumy elemen-
tow z M®* dla rosnacych k. Dokladniej,

T(M) = ﬁ ME*
k=0

czyli T(M ) to produkt, czyli elementy to ciagi ktorych k-ta sktadowa nalezy do
M®*. Dodawanie w T'(M) jest po sktadowych. Mnozenie elementow z M®F i
M® jak dla T(M) daje nam element M®*+D _ Dla danego n istnieje tylko skori-
czenie wiele liczb naturalnych £ i [ takich ze k+1 = n, a wiec dowolna sktadowsa
produktu w T(M ) mozna wyliczy¢ przy pomocy skoriczonej ilosci operacji, czyli
mnozenie w T(M) jest dobrze zdefiniowane.

Na T'(M) mozna rozpatrywaé topologie, manowicie na M®* bierzemy topo-
logie dysktetng, zas na T(M) topologie produktowa. W tej topologi ciag t, jest
zbiezny do granicy t wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego k istnieje [ takie ze
dla kazdego n > [ réznica t,, — t ma zerowe skladowe w M®™ dlam =0,..., k.

Bedziemy potrzebowali kompozycje zwyktych formalnych szeregdéw potego-
wych z elementami T'(M) ktorych czlon staly (tzn. sktadowa w R) jest zerem.
Rzad ord(z) elementu x € T'(M) definiujemy jako maksymalne k takie ze skia-
dowe z w M®™ dla m = 0,...,k sa rowne zero. Jesli x = 0 to przyjmujemy
ze rzad x jest nieskoniczony. Zauwazmy ze ciag elementow {¢,} jest zbiezny w
T(M) do t wtedy i tylko wtedy gdy lim inf ord(¢,, — t) = co.

Lemat 1.6 ord(zy) = ord(x) + ord(y). ord(z + y) > max(ord(z),ord(y)) z
réwnoscig jesli ord(x) # ord(y). Jesli x, € T(M), liminford(z,) = oo to

szereq
oo
>_n
n=0



jest zbiezny w T(M). Jesli ord(z) > 0, a, € R, to szereg

oo
E anpx”
n=0

jest zbiezny w T(M).

Dowdd. Rownosé ord(zy) = ord(z) + ord(y) wynika wprost z definicji mno-
zenia w T(M). Podobnie nieréwnosé (i przypadek rownoéci) ord(z + y) >
max(ord(z), ord(y)) wynika wprost z definicji dodawania w T'(M). Zauwazmy ze
jesli ord(z,,) > k dlan > [, to odpowiednie z,, maja zerowa sktadowa w M, A
wiec suma pierwszych [ skltadnikéw szeregu wyznacza nam jednoznacznie k-ta
sktadowa sumy calego szeregu. Widaé tez ze sumy czesciowe zbiegaja do tak
wyznaczone]j sumy szeregu. Jako ze ord(a,xz™) > nord(x), to ostatni szereg jest
zbiezny. O

Zwykle formalne szeregi potegowe jednej zmiennej mozna traktowaé jako
przypadek szczegblny konstrukcji wyzej odpowiadajacy jednoelementowemu zbio-
rowi X. A wiec mamy zdefiniowane ord dla zwyklych szeregéw formalnych. Po-
dato ostatni punkt lematu wyzej oznacza ze jest dobrze zdefiniowana kompozy-
cja zwyklego szeregu potegowego z szeregiem potegowym majacym wyraz wolny
rowny zero. Mozemy tez rozpatrywaé zwykle szeregi potegowe jednej zmiennej
x z wyrazem wolnym réwnym zero jako poélgrupe wzgledem sktadania szeregow.
Wtedy szereg jednowyrazowy x jest jedynka.

Lemat 1.7 Niech t bedzie zwyktym formalnym szeregiem potegowym. t ma od-
wrotno$é wzgledem kompozycji szeregow z ord(y) > 0 wtedy i tylko wtedy gdy
ord(t) = 1.

Dowdd. By znalezé lews, lub prawa odwrotno$é musimy rekursywnie rozwigzaé
odpowiedni uktad réwnan. Dla lewej odwrotno$ci chcemy by

o
g apt” = x.
n=1

Zauwazmy ze
(oo}
ord(z ant™) > 2
n=2
za$ ord(x) = 1, czyli rownos¢ wyzej jest mozliwa tylko gdy ord(¢) = 1. Podobnie

prawa odwrotnos¢ moze istnie¢ tylko gdy ord(t) = 1.
Dalej bedziemy zakladaé¢ ze ord(t) = 1. Gdy znane sa a1, . ..a; takie ze

k
ord( (Z ant"> —xz)>k+1
n=1

to zauwazmy ze ord(t*11) = k+1, a wiec w iloczynie ay, 1t mozemy uzyskac
dowolng warto§¢ wspotezynnika przy ¥+, zag wspotezynniki przy nizszych po-
tegach x sa zerami. Pozwala to dobra¢ ajpy; tak by wyzerowaé¢ wspoétczynnik



przy zFt1 w kompozycji, tzn. uzyskaé¢ nieré6wnosé

k+1
ord( (Z ant”> —x)>k+2.

n=1

A wiec faktycznie mozna rekursywnie wyznaczy¢ wszystkie a, tak by szereg
Yoo 1 apx™ byl lewa odwrotno$cia wzgledem zlozenia dla t. Podobnie mozna
wyznaczy¢ prawa odwrotnosé. Skoro istnieje lewa i prawa odwrotnosé to sg one

réwne i szereg jest odwracalny. O

Zauwazmy ze dla zwyktych formalnych szeregdéw potegowych mozemy zdefi-
niowa¢ rozniczkowanie, rézniczkujac wyraz po wyrazie. Rozniczkowanie spelnia
regute Leibnitza, zachodzi tez wzér na pochodna ztozenia. Ponadto szereg jest
staly (jedyny niezerowy wyraz to wyraz wolny) wtedy i tylko wtedy gdy jego
pochodna jest zerem.

Dalej potrzebne nam beda szeregi log(1 + ) i exp(z) zdefiniowane jako

e il
exp(m) = Z F7
n=0
e -1 n—1,.n
log(1+2) = Z ()7:5
n=1 n
Mamy
Oy exp(z) = exp(x),
o %) 1
8I1 1_|_ — -1 n—1 n—lz _1n no_ .
ou(1-42) = A = SR =

Teraz rozpatrujemy dziatanie zwyklych szeregéw potegowych na T(M ) przez
sktadanie. Zauwazmy ze jest to dziatanie potgrupy, tzn. kompozycja szeregdw
dziala przez kompozycje dziatan.

Lemat 1.8 Odwzorowanie t — exp(t) odwzorowuje réznowartosciowo szeregi z
wyrazem wolnym rownym zero na szeregi z wyrazem wolnym réwnym 1. Podobnie
t — log(t) odwzorowuje réznowartosciowo szeregi z wyrazem wolnym réwnym 1
na szeregi z wyrazem wolnym réownym zero. Dla szerequ t z wyrazem wolnym
rownym 0 mamy exp(log(l +1t)) =1+t i log(exp(t)) = t.

Dowdd. Zauwazmy najpierw ze wystarczy to pokaza¢ dla zwyktych formalnych
szeregdw potegowych jednej zmiennej. Mianowicie, wzory daja nam odwrot-
n0s¢é, zas przy dziataniu na T(M) kompozycja przechodzi ma kompozycje, wiec
dostaniemy wzory na odwrotnosé w T(M ), co implikuje odpowiednia réznowar-
tosciowosé i to ze odworowanie jest na.

Dla zwyktych szeregow zauwazmy ze ord(exp(z) — 1) = 1 czyli kompozycja
z exp(x) — 1 jest odwracalna co implikuje ze ze exp jest roznowartosciowe i na
szeregi z wyrazem wolnym 1. Liczac pochodne mamy

exp(x)
exp(z)

0, log(exp(z)) = =1



czyli
log(exp(z)) =z +¢
Ale tatwo zauwazy¢ ze wyraz wolny log(exp(z)) to zero, czyli mamy rownosé

log(exp(z)) = x. Z odwracalnosci exp(z) — 1 wynika teraz rownosé¢ exp(log(1 +
x))=1+x. O

Element ¢ € T (M) nazywamy szeregiem Liego jesli wszystkie wyrazy t sa
elementami wolnej algebry Liego.
Zauwazmy ze T (M) @ T'(M) mozna traktowaé jako podzbiér produktu

HM®k ® B!
k,l

ktory jest izomorficzny z T(M @ M). A wiec definicja rzedu i pojecie elementu
jednorodnego maja sens dla elementow T'(M) ® T(M). Zbieznos¢ ma sens, ale
potencjalnie cigg Cauchy’ego moglby daé jako granice element T'(M & M) ktory
nie odpowiada elementowi T(M) ® T(M). Jednakze nizej granice beda lezeé¢ w
T(M)®T(M).

Jak poprzednio mozemy zdefinowaé¢ odwzorowanie A z T(M) w T(M) ®
T(M ) i ze zachodzi analog lematu 1.4. Mianowicie, w przypadku wolnej algebry
Liego A jest jednoznacznie wyznaczone przez wartosci na zbiorze generatorow
X. Wynika stad ze A przeprowadza elementy jednorodne w T'(M) na elementy
jednorodne w T(M) ® T(M), co oznacza ze rowniez w T(M) odwzorowanie A
dziata sktadowa po sktadowej odwzorowujac elementy jednorodne na elementy
jednorodne tak samo jakby to byly elementy T'(M). A wiec kryterium z lematu
1.4 mozna uzy¢ dla kazdej sktadowej z osobna. Czyli mamy

Lemat 1.9 x jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy
Alz)=z@1+1Qz.
Lemat 1.10 z jest szeregiem Liego wtedy i tylko wtedy gdy
exp(A(x)) = exp(x) ® exp(x).
Dowdd: Mamy
exp(z®14+1®z) = (exp(z ® 1) - exp(l @ z)

= (exp(z) ® 1) - (1@ exp(x)) = exp(z) ® exp(x)

czyli
exp(z®1+1®x) = exp(x) ® exp(x).

A wiec jesli jest szeregiem Liego to
exp(A(z)) = exp(z® 1+ 1 ® x) = exp(x) ® exp(z)
czyli zachodzi podana réwnosé. Jesli zachodzi réwnosé

exp(A(z)) = exp(z) ® exp()



to
exp(A(z)) =exp(z®@1+1®x)

czyli
Alz)=2@1+1Qz

co oznacza ze x jest szeregiem Liego. O

Lemat 1.11 Niech z iy bedg szeregami Liego i niech
z = log(exp(z) exp(y)).

Wtedy z jest szeregiem Liego.

Dowdd: 7 zalozenia

exp(z) = exp(z) exp(y)

A(exp(z)) = A(exp(z) exp(y))-
Jako ze x 1 y sa szeregami Liego to
A(exp(z) exp(y)) = A(exp(z))A(exp(y)) = (exp(z) ®exp(z)) - (exp(y) @exp(y))

= (exp(z) exp(y)) ® (exp(z) exp(y))
czyli
A(exp(z)) = exp(z) ® exp(2)

co oznacza ze z jest szeregiem Liego. O

2 Wzér Campbella-Bakera-Hausdorffa

W poprzedni lemat moéwi ze:

z = log(exp(z) exp(y))-

jest szeregiem Liego.

Chcielibysmy podaé jawne przedstawienie szeregu z przy pomocy komuta-
torow. Najpierw wprowadzamy uproszczong notacje, mianowicie rekursywnie
definujemy

[€1,xa, ..., xk] = [z1, [X2, ..., 2K]].

Na T'(M) definiujemy odwzorowanie m wzorem
(21 @ T2 ® ... ® x) = [T1, T2, . - ., Tk
dla z; € M.

Lemat 2.1 7 ograniczone do wolnej algebry Liego F' jest rozniczkowaniem. Je-
§li x € F jest element jednorodnym rzedu k to w(x) = kx.



Dowdd. Rozpatrujemy dziatanie dotaczone F' na sobie i rozszerzemy je do dzia-
tania U(F) = T(M) na F. To dzialanie bedziemy oznaczaé przez x, tzn. a * b
oznacza dzialnie elementu a € T(M) na b € F. Jedli a € F to mamy a xb =
ad,(b) = [a,b]. Jedli a = aqas...a, a; € F to

axb=adg adg, ...ad,, (b).

Jesli a,b € T(M) to zapisujac kazde jako kombinacje liniows produktow ele-
mentow M mamy 7(ab) = a x w(b), a wiec dla a,b € F mamy

7([a,b]) = 7(ab) — w(ba) = a* w(b) — b w(a)

= la,7(0)] = [b,w(a)] = [a, w()] + [r(a), b].

a wiec faktycznie m ograniczone do F' jest rézniczkowaniem.

Jesli € M to w(x) = x. Ale na T(M) mozemy zdefiniowaé rézniczkowa-
nie § wzorem §(z) = kx dla x bedacych elementami jednorodnymi rzedu k. To
rozniczkowanie po obcieciu do F' da nam rézniczkowanie F. Poniewaz w1 § sa
dwoma rézniczkowaniami F' ktore zgadzaja sie na generatorach F' to zgadzaja
sie na calym F'. O

Lemat 2.2 (Wzor Campbella-Bakera-Hausdorffa) Niech x iy bedqg szeregami
Liego i niech
z = log(exp(z) exp(y)).-

N (—1)kH rhigmr ey
Z:Z% Z (lh+m +[ -izil —I—m)gl/'ni g
k=1 Litmi>1i=1,.k \ 1 1 k &)li!ma! Llmy

gdzie dla my > 0
[:Ellym1 .. .xlkymk] = adlz1 ad," .. .adé"ad;”’“_l(y)
za$ dla my, = 0 (wtedy I, > 0)
[xllyml .. .xl’“ymk] = adﬁ;adg“ .. .adi:’“fl(z).

Dowdd. Wynik wystarczy pokaza¢ gdy x i y sa obrazami elementéw X, tzn. sa
elementami jednorodnymi rzedu 1 (ogélny przypadek otrzymamy jako homo-
morficzny obraz powyzszego). Mamy

x© X .f m Ilym
exp(z) exp(y ZZ Im) =1+ Z Um!’
1=0 m=0 I4+k>1
ly,m1 Ik g M
Try™ xRy
exX ex
(exp(z) exp(y) Z Z I my ! lklmk
+mq1>1 lp+mp>1
_ Z 1ym1_ mlkymk
B ll'ml lk'mk'

li+m;>1,i=1,...k



z = log(exp(x) exp(y)) = i(_l)kJrl (exp(z) exp(y) — 1)k

k
k=1
B i (—1)F+1 Z ahiy™ | glegyme
B 11m4! Im.! -
b1 k‘ litmi>1i=1, .k ll.ml....lk.mk.

Produkt z!ty™ .. 2lky™ jest rzedu Iy + my + ...lx + my, czyli stosujac do
powyzszego Lemat 2.1 otrzymamy

x (_1)k+1 7T(J?llym'1 o J)l}”ymk)

z= -~
Pt k l11+m,1221:,i:1,...k (lh4+my 4+l +me)liIma ! g hmy!

gdzie 7 bylo zdefiniowane przed Lematem 2.1. W sformulowaniu obecnego le-
matu zapiujemy m w terminach ad, i ad,. O

Wzoér Campbella-Bakera-Hausdorffa zawiera wiele wyrazow ktore sa zerowe,
ponadto wyrazy sa liniowo zalezne. Po uproszczeniach wyrazy do rzedu 3 to:

1

2y sl ]+ o5 o)) + s o, 2]).

Otrzymany szereg jest czysto formalny, ale w niektorych waznych przypad-
kach jest zbiezny. Zauwazmy ze na poziomie szeregébw formalnych biorac exp
otrzymaliSmy grupe: mnozenie szeregéow jest laczne zas exp(—z) daje odwrot-
nos¢ exp(z). A wiec uzywajac wzor Campbella-Bakera-Hausdorffa otrzymamy
strukture grupy na zbiorze szeregéw Liego.

Lemat 2.3 Jesli algebra Liego N jest nilpotentna stopnia j to szereg powyzej
redukuje sie do skoriczonej sumy i zadaje na N strukture grupy. Jesli dodatkowo
N jest skoriczenie wymiarowq algebrq Liego nad ciatem liczb rzeczywistych, to
otrzymana grupa jest grupg Liego, N jest izomorficzna z jej algebrg Liego zas
odwzorowanie eksponencjalne jest tozsamosciq.

Dowdd. Zauwazmy ze jesli Iy +mq + ...l +my > j to
[ghy™ . gley™e] =0

czyli uwzgledniajac ze I; + m; > 1 czyli k < j to mamy tylko skonczenie wiele
niezerowych wyrazow. Na poziomie szeregéw Liego mamy strukture grupy, su-
mowanie daje homomorfizm, wiec na IV dostaniemy strukture grupy. Jesli N jest
skonczenie wymiarows algebra na liczbami rzeczywistymi to skoriczona suma
niezerowych wyrazow szeregu daje wielomian, czyli funkcje gtadka. Odwrotnosé
x € N to po prostu —z, czyli operacje grupowe sa gtadkie, czyli N z takim
dzialaniem jest grupa Liego. Nastepnie, dla x € N odwzorowanie ¢ — tz daje
podgrupe jednoparametrowa z wektorem stycznym x, czyli odwzorowanie eks-
ponencjalne jest identycznoscia N. Nastepnie

1
(tx) - (sy) =t + sy + its[x, yl+r
gdzie r zawiera tylko czlony wyzszego rzedu w ¢ lub s. Czyli

(1) - (s9) - (1)~ = (t2) - (s9) - (~t) = sy + sl y] + Stsly, —a] + 7



=sy+[z,y] +r

gdzie r zmienia sie od lini do lini, ale zawiera tylko cztony wyzszego rzedu. Teraz
Adz(y) = 0s(tz) - (sy) - (t2) ™" =y + tla,y] + O(t?),

adm(y) = atAdt:L’(y) = [amy},

czyli nawias Liego naszej struktury grupowej zgadza sie z oryginalnym nawia-
sem Liego. O

Lemat 2.4 Jesli algebra Liego A jest przestrzeniq Banach i istnieje stata M
taka ze dla kazdych x,y € A zachodzi nierownosé ||[x, yl|| < M||z||||ly||, to istnieje
r > 0 takie ze szereqg Campbella-Bakera-Hausdorffa jest zbiezny dla ||z|| + |ly| <
r. Ponadto otrzymane dzialanie jest tgczne o ile posrednie wyniki sq w podanym
obszarze.

Dowdd. Niech s = max(1, M). Wtedy

k
lz1, @2, - mll] < s¥llaal[fe2]] - [l

czyli
[fary™ . aley™ | < (sllal)B e (s]ly|l)m

CO oznacza ze

[whiyma . gleymr)
[ > [

Lot oL i=1,. (11 +my+--+ 1+ mk)ll'ml' o Imy!

< 3 (sl )+t (s ly[ym*tme

ENIN — (exp(sll]) exp(s]yl)) — 1)*

li+m;>1,i=1,...k

(exp(s(flzl + llyll)) = 1)*.

Teraz wybieramy r tak by exp(sr) — 1 < 1. Wtedy widaé ze szereg jest bez-
wzglednie zbiezny. Gdy posrednie wyniki tez spelniaja powyzszy warunek to
taczno$é¢ wynika z tacznosci dla szeregu formalnego. ]

Powyzszy lemat oznacza istnienie tak zwanej grupy lokalnej, dla ktérej mozna
zdefiniowa¢ niezmiennicze pola wektorowe i algebre Liego tak jak w przypadku
grupy Liego. Podobnie jak to zrobiliémy dla algebr nilpotentnych mozna pokazaé
ze nawias Liego grupy lokalnej zgadza si¢ z oryginalnym nawiasem Liego.

Lemat 2.5 Jesli G jest grupg Liego, to na G mozna wprowadzié strukture rze-
czywistqg analityczng. W tej strukturze odwzorowanie eksponencjalne jest rzeczy-

wiste analityczne.

Dowadd. Algebra Liego g grupy G jest skonczenie wymiarowa a wiec mozna na
niej wprowadzi¢ norme i stosuje sie poprzedni lemat. A wiec istnieje lokalna
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grupa Liego L z algebra Liego G i taka ze operacje w L sa rzeczywiste anali-
tyczne. Rozwazamy teraz produkt G x L i diagonalng podalgebre, tzn. podalge-
bra sktadajaca sie z elementow postaci (X, X ). Podobnie jak w dowodzie lematu
o istenieniu podgrupy z zadang podalgebra twierdzenie Frobeniusa implikuje ist-
nienie podgrupy lokalnej w G x L odpowadajacej podalgebrze diagonalnej. Ta
podgrupa daje nam dyfeomorfizm lokalanej podgrupy w L z lokalna podgrupa
w G. Jako ze dziatanie w L jest rzeczywiste analityczne daje to nam mape
otoczenia jedynki U w G taka ze w tym otoczeniu dzialanie jest rzeczywiste
analityczne. Biorac otoczenie V takie ze V! = V i VV C U mozemy przy
pomocy przesunie¢ V zbudowaé atlas rzeczywisty analityczny dla G. O
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