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Definicja: Grupa Liego to grupa ze struktura rozmaitosci rozniczkowej taka
ze operacje grupowe sg gladkie (C').
Przyktlady:

1. Prosta rzeczywista czy ogélniej R" z dodawaniem.

2. Grupa Heisenberga, tzn. R? z mnozeniem zadanym wzorem

1
(1,91, 21) (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22 + §(z1y2 — Toy1)).

Ta grupa jest izomorficzna z grupa macierzy postaci:

1
0
0

O = R
— W

3. R? z mnozeniem zadanym wzorem

(1,91)(w2,92) = (21 + 22, exp(x2)y1 + Y2).

Ta grupa jest izomorficzna z grupa przeksztalcen afinicznych prostej za-
chowujacych orientacje.

4. Grupy macierzowe takie jak

e Grupa GL(n,R) rzeczywistych macierzy odwracalnych n na n.
e Grupa SL(2,R) rzeczywistych macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1.

e Grupa przeksztalcen ortogonalnych R? (czy ogélniej R™).
5. Grupa izometrii plaszczyzny (czy ogolniej R™).

Pole wektorowe na rozmaitosci rézniczkowej M to odwzorowanie X z M
w TM takie ze w(X) gdzie 7 jest naturalnym rzutowaniem z T'M na M jest
identycznoscia. Innymi stowy X (x) € TM,.

Gladkie pole wektorowe X na rozmaitosci rozniczkowej M mozna utozsa-
miac z operatorem rozniczkowym X : C*° (M) — C°(M) ktory jest rozniczko-
waniem, tzn. spelnia wzor Leibnitza X (fg) = (X f)g + f(Xg).

Lewe (prawe) przesuniecie Ly (Rgyr) funkcji na grupie Liego G definiujemy
wzorem

(Lof)(@) = flg™ 2),



(Rgf)(x) = f(zg).
Mozna sprawdzi¢ ze Lg, (Lg, ) = Lg g, f 1 Ry, (Rg, f) = Rg.g, f-
Moéwimy ze pole wektorowe X jest niezmiennicze na lewe przesuniecia jesli

X(Lgf) = Lg(XF)
Odpowiednio X jest niezmiennicze na prawe przesuniecia jesli
X(Rgf) = RQ(XF)'

Definicja. Algebra Liego g grupy Liego G to zbiér prawostronnie niezmien-
niczych pol wektorowych na G. Algebra Liego g ma strukture przestrzeni wek-
torowej nad R, mianowicie dodawanie pol wektorowych i mnozenie przez liczbe
zachowuje pola prawostronnie niezmiennicze.

Prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe jest jednoznacznie wyznaczone
przez swoja wartos¢ w jednym punkcie, np. jedynce e. A wiec algebra Liego
g grupy Liego GG jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa. Na alge-
brze Liego grupy Liego G wprowadzamy dodatkows operacje, tzn. nawias Liego
wzorem

[X,Y]=XY - YX.

Widag¢ ze jest to pole prawostronnie niezmiennicze, czyli nawias Liego jest dobrze
zdefiniowany.
Nawias Liego jest R-liniowy, antysymetryczny

[X’ Y] = _[Y> X]
i spelnia tozsamo$¢ Jacobiego
(X, Y, Z]] = [[X, Y], 2] + [V, [X, Z]].

Ogolniej jesli R jest pierScieniem przemiennym, A jest modutem nad R za-
opatrzonym w R-liniowa operacje [-,-] : A x A — A (nawias Liego) to méowimy
ze A jest algebra Liego nad R jedli [z, z] = 0 (to jest dobra definicja antysymetrii
w ogolnym przypadku) i nawias Liego spelnia tozsamosé Jacobiego.

Algebre Liego g grupy Liego G mozemy wyznaczaé wyznaczajac najpierw
prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe na G wzorem:

(X)(g) = 0 f(v(t)g)li=0

gdzie v jest dowolnie wybrana krzywa gtadka z wektorem stycznym dla ¢ = 0
rownym X (e). Wzor ten mozna uzasadnié nastepujaco: jasne jest ze wzor da pra-
wostronnie niezmiennicze pole wektorowe. Dobierajac v mozemy dosta¢ dowolne
X (e), czyli w ten sposdb dostaniemy wszystkie prawostronnie niezmiennicze pole
wektorowe na G.

W praktyce mozemy sie ograniczy¢ do krzywych takich ze ich wektory styczne
daja baze przestrzeni stycznej w e.

Przyktad. Dla przykladowej grupy nr 3, tzn. R? z mnozeniem zadanym
wzorem

(71,y1) (22, Y2) = (71 + T2, exp(w2)y1 + y2)-

bierzemy ~1(t) = (¢,0) 1 v2(¢) = (0,t). Mamy

(X)(g) = 0 f(m(t)(z,y))|e=0 = Orf(t + ,Y)|t=0 = Ou f(, y).



(Y 1)(9) = 0:f (v2(8)(2,9)) =0 = O:.f (z, exp (@)t + y)[1=0 = exp(2)dy f (2, y)-

By wyznaczy¢ nawias Liego wystarzezy policzyé [X, Y], bo zawsze [V, X] =

[X,Y]f = XY f = YXf = X(exp(2), f) — Y (0, f)
= az(exp(x)ayf) - exp(x)ay((%f)
= exp(2)0:0, f + exp(x)0, f — exp(x)0, 0. f
exp(z)0,f =Y f.

Homomorfizm algebr Liego nad R definiujemy jako odworowanie h ktore jest
R-liniowe i przeprowadza nawias Liego na nawias Liego

h([z,y]) = [h(x), h(y)]-

Lemat 0.1 Jesli h jest gtadkim homomorfizmen grupy Liego G w grupe Liego
H, to pochodna h w jedynce grupy G daje homomorfizm algebr Liego.

Uwaga: Tu korzystamy z tego wektor styczny w jedynce jednoznacznie wy-
znacza prawostronnie niezmiennicze pole wektorowe.

Dowod: Oczywiscie pochodna daje odwzorowanie R-liniowe. A wiec wystar-
czy pokazaé¢ ze pochodna przeprowadza nawias Liego na nawias Liego. Niech
X,Y beda prawostronnie niezmienniczymi polami wekorowymi na G za$ XY
ich obrazmi przez pochodna h. Jako ze h jest homomorfizmem, to X jest h-
zwigzane z X, tzn.

X(h(g)) = (Dh)yX(9)

gdzie (Dh), oznacza pochodng h w g. Podobnie Y i Y sa h-zwiazane. Niech
f € C>*(H) bedzie dowolne. Jako ze pola sa h-zwiazane to mamy

X(foh)=(Xf)oh
i podobnie dla Y. Teraz
[X,Y](foh)=(XY -YX)(foh)
= (XY =YX)f)oh=(X,Y]f)oh

co oznacza ze wartos¢ [X,Y] w jedynce H jest obrazem [X, Y] przez pochodna
h. O

Definicja: Podgrupa jednoparametrowa grupy Liego G nazywamy gladki
homomorfizm z R w G. Z definicji podgrupa jednoparametrowa h spelnia

h(tl)h(t2) = h(tl + tg)
Pole wektorowe X, definujemy wzorem
(Xnf)(x) = 0pf (h(t)z)|i=0.

7 tego wzoru widaé¢ ze pole X} jest prawostronnie niezmiennicze.



Lemat 0.2 Dia kazdego X z algebry Liego grupy Liego G istnieje doktadnie
jedna podgrupa jednoparametrowa hx taka ze X, = X. Odwzorwanie (X,t) —
hx(t) jest gtadkie.

Dowoéd: Z wzoru wyzej wynika ze
Oh(t) = Xn(h(t)).

To jest rownanie rézniczkowe zwyczajne z gtadkimi wspotczynnikami. Na mocy
twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzan réwnan rézniczkowych h jest wyzna-
czone jednoznacznie. Z twierdzenia o istnieniu rozwiazan réwnanie wyzej ma
rozwiazanie, co najmniej dla dostatecznie matych ¢, tzn. istnieje € > 0 takie ze
rownanie ma rozwiazanie dla |t| < e. Teraz wystarczy zauwazy¢ ze jesli rownanie
ma rozwiazanie dla t € [T, T, to wzor

hy(t) = h(t — T)A(T)

zadaje rozwazanie rownania dla ¢ € (T —¢,T + ¢) (uzywamy tu prawostronna
niezmienniczos¢ X). Mamy tez hi(T) = h(T), czyli jest to przedluzenie roz-
wiazania na przedzial [-T,T + ¢/2]. Podobnie mozna rozumowa¢ dla t = —T,
przedtuzajac rozwiazanie na [—T —¢e/2, T +¢/2]. Teraz indukecyjnie pokazujemy
ze rozwiazanie istnieje to dowolnych ¢ € R. Przy okazji rozumowanie wyzej
pokazuje ze

h(ty +t2) = h(t1)h(t2)

czyli ze rozwiazanie h jest podgrupa jednoparametrows.
Gtadkosé odwzorowania (X, t) — hx(t) wynika z twierdzenia o gtadkiej za-
leznosci rozwigzan réwnan rozniczkowych od parametrow. (I

Przyktad: Przypominam ze grupa Heisenberga to R® z mnozeniem zadanym
wzorem

1
(1, Y1, 21) (T2, Y2, 22) = (21 + X2, y1 + Y2, 21 + 22 + §($1y2 — T2y1))-

FLatwo sprawdzié¢ ze proste euklidesowe, tzn. h postaci
h(t) = (at,bt,ct)

sg podgrupami jednoparametrowymi w grupie Heisenberga. Mianowicie, czton
1Yo — Tay1 = atibte —atabty = 0, czyli h(t1)h(t2) = h(t; +t2). Z lematu wynika
ze sa to wszystkie podgrupy jednoparametrowe grupy Heisenberga.
Przyktad: Macierzowa funkcja wykladnicza
o gk
exp(M) = %
k=0

daje podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy. Doktadniej, podgrupa hjs

jest zadana wzorem
h]\/[(t) = exp(tM).

Tak jak dla klasycznej funkcji wyktadniczej mamy hps(t1 +t2) = har(t1)has(t2),
czyli faktycznie jest to podgrupa jednoparametrowa. Pochodna exp w jedynce



(macierzy identycznosciowej) to identycznosé, czyli w ten sposéb dostaniemy
wszystkie podgrupy jednoparametrowe w grupie macierzy.

Definicja: Odwzorowanie eksponencjalne z algebry Liego w grupe Liego
definiujemy jako exp(X) = hx (1), tzn. wartos¢ dla ¢ = 1 podgrupy z wektorem
stycznym X.

Uwaga: hx (t) = exp(tX). Mianowicie, hsx (t) = hx(st) jako ze przy ustalo-
nym s obie strony sa podgrupami jednoparametrowymi z tym samym wektorem
stycznym w 0. Teraz

B (8) = hix (1) = exp(tX).

Oczywiscie exp jest odwzorowaniem gladkim. Mamy
Oy exp(tX)|i=0 = Othix (1)|t=0 = Othx (t)|t=0 = X

czyli pochodna exp w zerze to identycznos$é. Na mocy twierdzenia o funkcji
odwrotnej oznacza to ze exp jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia 0 € g z
pewnym otoczeniem jedynki w G.

Jesli h jest homomorfizmem z G w H, za$ Dh to pochodna h w jedynce, to
mamy wzor

h(exp(X)) = exp(Dh(X)).
Mianowicie, podstawiajac tX zamiast X widzimy ze obie strony daja podgrupy
jednoparametrowe z tym samym wektorem stycznym.
Lemat 0.3 Jesli G jest spdjng grupg Liego z algebrg Liego g, to
o (G jest gemerowana przez obrazy podgrup jednoparametrowych,

e G jest generowana przez obraz dowolnego otoczenia 0 przez exp.

Dowdd. Obrzaz exp jest zawarty w sumie obrazéw podgrup jednoparametro-
wych, wiec drugi punk jest mocniejszy. Jako ze exp jest lokalnych dyfeomorfi-
zmem w 0, to obraz dowolnego otoczenia 0 przez exp zwiera pewne otoczenie e
w G. A wiec wystarczy pokazaé ze jesli U jest otoczeniem e w G to U generuje
G. Niech

V={geU:g'cU}=UnU"".

Jako ze branie elementu odwrotnego jest ciggle V jest otoczeniem e, V=1 =V
i V C U. Dalej pokazemy ze V generuje G. Niech

S=> vk

k>0

S-5=0_vhHO vh=> vF=) vF=5,

k>0 >0 k>2 k>0

Mamy

gdzie przedostatnia réownosé zachodzi bo e € V i V C V2. Mamy tez
SENCRED (I WEEE
k>0 k>0 k>0

czyli S jest zamkniete na mnozenie i branie elementu odwrotnego, czyli S jest
podgrupa G. Jako suma zbioréw otwartych S jest podgrupa otwarta. Jako ze G



jest spojna oznacza to ze S = (. Mianowicie, ogolnie G jest suma warstw z.5,
x € G wzgledem S. Dwie warstwy albo sa roztaczne albo rowne. Gdyby byla
wiecej niz jedna warstwa daloby to rozklad G na sume rozlacznych zbioréw
otwartych co jest niemozliwe bo G jest spojna.

Lemat 0.4 Jesli G jest spdjng grupg Liego z algebrq Liego g, H jest grupg
Liego z algebrg Liego h, ¢ i ¢ sq gltadkimi homomorfizmami z G w H takimi Ze
D¢e = Dy, to ¢ = 1.

Komentarz: Mniej formalnie, homorfizm spojnych grup Liego jest jedno-
znacznie wyznaczony przez homomorfizm algebr Liego.
Dowoéd: Dla v € g piszemy

¢(exp(v)) = exp(D¢ev) = exp(Dyev) = ¢h(exp(v))

gdzie pierwsza i trzecia réwnosé zachodzi bo podgrupa jednoparametrowa jest
jednoznacznie wyznaczona przez swoja pochodna w 0. Czyli réwnosé zachodzi
na obrazie exp. Jako ze ¢ i 1 sa homomorfizmami to réwnos¢ zachodzi na pod-
grupie generowanej przez exp. Ale G jest spdjna, a wiec na mocy Lematu 0.3
podgrupa generowana przez obraz exp to cale G, czyli rownosé zachodzi na ca-
lym G. (]



