Definicja Podgrupe H grupy Liego G nazywamy podgrupa Liego jesli H
ma strukture grupy Liego i wtozenie identycznosciowe H w G jest gladkie.

Uwaga: Ta definicja dopuszcza rézne dziwne zachowania.

Przyktady:

1. Zbiér punktow postaci {(0,¢) : t € R} jest izomorficzny z prosta rzeczy-
wista 1 jest podgrupa Liego plaszczyzny.

2. Niech G4 to bedzie G z topologia dyskretna i struktura rozmaitosci wy-
miaru 0. Wtedy G4 jest podgrupa Liego G.

3. Ry x R jest podgrupa Liego R2.

4. Niech a bedzie liczba niewymierna. Niech H = {(¢t,at) : t € R}. H jest
podgrupa Liego R2. Niech G = R?/Z2. Obraz H przez odwzorowanie ilorazowe
jest gesta podgrupa Liego w G.

5. Niech G = SL(2,Z) x R? bedzie produktem poétprostym SL(2,7Z) z R?
gdzie dziatanie SL(2,7Z) na R? jest naturalne. Jako rozmaito$¢ G jest dyfe-
omorficzne z produktem kartezjanskim SL(2,Z) i R%. Na G wprowadzamy teraz
topologie i strukture rozniczkowa produktu SL(2,Z) i Ry x R. To daje nam pod-
rozmaitos¢ G (w sensie wlozenia) ktora jako zbior jest identyczna z G, czyli jest
podgrupa. Ale tatwo sprawdzi¢ ze przy tej nowej topologii dziatania grupowe sa
nieciagle, czyli nie jest to podgrupa Liego.

Lemat 0.1 Jesli N jest podrozmaitoscig (w sensie wlozenia) rozmaitosci M,
H jest rozmaitosciq, f jest funkcjq ciggtq z H w N takq Ze 1o f jest gtadkie,
gdzie v oznacza wlozenie N w M, to f jest gladka.

Dowdd: To jest wniosek z twierdzenia o rzedzie. Niech x € H, y = f(z) € N.
Naturalne wlozenie ¢t z N w M ma staly rzad, wiec na mocy twierdzenia o rze-
dzie ustniejg otwarte U C N1V C M, U C V, y € U takie ze w odpowiednim
uktadzie wspotrzednych wlozenie ¢ kopiuje wspotrzedne z U pozostale pozycje
uzupelniajac zerami. Jako ze f jest ciagla to istnieje otwarte W C H, x € W,
fW) C U. Teraz widac ze f obciete do W jest gladkie (bo na W ro f rézni sie
od f tylko dodatkowymi zerowymi sktadowymi). Jako ze x byt dowolny oznacza
to ze f jest gladkie. O

Lemat 0.2 Jesli H jest podgrupg i podrozmaitoscig G i operacje grupowe sg
ciggte w topologi H, to H jest podgrupg Liego.

Dowdd: Niech ¢ oznacza wtozenie identycznosciowe H w G, m oznacza mno-
zenie w H za$ m mnozenie w G. Mamy

tom=mo (LX)

Jako ze ¢ i m sa gladkie to prawa strona jest gtadka. Czyli « o m jest gladkie.
Z zalozenia m jest ciagte, wiec na mocy lematu 0.1 jest gltadkie. Podobnie po-
kazujemy ze branie elementu odwrotnego jest gtadkie. A wiec H ma strukture
grupy Liego. Jako ze ¢ jest gtadkie to H jest podgrupa Liego. (]

Definicja. Automorfizm wewnetrzny A,, odwzorowanie Ad i ad to

Ax(y) = x_lyxa



Ady = Dy Az (y)ly=e,
adx = (DzAd,)|z=e(X).
Lemat 0.3 Mamy
adx (Y) = [X,Y],
Adexp(x) = exp(adx),
Acxp(x)(exp(Y)) = exp(exp(adx)Y).

Dowdd: Wprowadzamy pomocnicze operatory Ex wzorem

(Ex f)(g) = f(exp(X)g).

Mamy
NEixli=0 = X.

Rozpisujac definicje
f(Aexp(x)(exp(Y))g) = f(exp(—X)exp(Y) exp(X)g) =
(E_x f)(exp(Y)exp(X)g) = (Ey E_x f)(exp(X)g) =

(ExEyE_xf)(g).

Czyli
(AdX (Y))f = asEXEsYl;—Xng:o =FExYE_xf,

adX(Y)f = 8tAth(Y))f|t:O = atEtXYEftX.ﬂt:O = XYf - YXf = [Xa Y}f

To daje pierwszy wzor. Adeyp(:x) 1 exp(adsx) to podgrupy jednoparametrowe w
grupie endomorfizméw g z tym samym wektorem stycznym adx dla ¢t = 0, czyli
sg réwne co daje srodkowy wzor. Wreszcie Aexp(x)(exp(tY)) i exp(exp(adx)tY’)
to podgrupy jednoparametrowe G z tym samym wektorem stycznym exp(adx )Y
dla t = 0, co daje trzeci wzor. (Il

Definicja. Powiemy ze algebra Liego g jest przemienna gdy nawias Liego
jest tozsamosciowo réwny 0, tzn.

Vxveg[X,Y]=0.

Definicja. Powiemy ze podalgebra h algebra Liego g jest idealem wtedy i
tylko wtedy gdy [g,h] C h.

Uwaga: Na mocy lematu z wyktadu 1 algebra Liego podgrupy Liego H jest
podalgebra algebry Liego G.

Lemat 0.4 Spdjna grupa Liego jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy jej al-
gebra Liego g jest przemienna.

Dowdd: Na mocy lematu mamy
exp(X) exp(Y) exp(=X) = Aexp(x) (exp(Y)) = exp(exp(adx)Y’)
Jesli g jest przemienna to adx = 0, czyli exp(adx)Y =Y, czyli

Acxp(X)(eXp(Y)) = exp(Y)



Na mocy Lematu 3 z wykltadu 2 grupa G jest generowana przez obraz exp, czyli
dla kazdego g € G mamy
Aexp(X)g =9,

czyli gexp(X) = exp(X)g. Przy ustalonym g € G zbior elementow h € G
komutujacych z g jest podgrupa i na mocy wzoru wyzej zawiera obraz exp. Ale
obraz exp generuje G, czyli kazdy element h € G komutuje z g, czyli G jest
przemienna.

Jesli grupa jest przemienna to prowadzac rozumowanie w przeciwng strone
widzimy ze

Aexp(X) GXp(Y) = eXp(Y)7
czyli rézniczkujac
Adeyp(x)Y =Y,

CO 0zZnacza, ze
adx (Y) = atAd(ath)Y =0

czyli
0=adx(Y)=[X,Y]

czyli algebra Liego g jest przemienna. O

Lemat 0.5 Niech G bedzie grupg Liego z algebrg Liego g zas H jej podgrupg
Liego z podalgebrg h. Jesli G i« H sq spdjne zas h jest ideatem g to H jest
podgrupg normalng. Jesli H jest podgrupg normalng i automorfizmy wewnetrzne
G sq ciggte na H w topologii H to h jest ideatem g.

Dowadd: Jak w poprzednim lemacie uzywamy wzor
exp(—X) exp(Y) exp(X) = Aexp(x) (exp(Y)) = exp(exp(adx)Y)
Jesli h jest idealem w g to dla X € g, Y € h mamy adx(Y) € h, czyli
exp(adx)Y €h

czyli
exp(exp(adx)Y) € H

exp(—X)exp(Y)exp(X) € H.
Jako ze obraz exp generuje H dla h € H mamy

exp(—X)hexp(X) € H

czyli rownosé
g 'hge H

zachodzi na obrazie exp in G. Ale obraz exp generuje G czyli réwnos$¢ wyzej
zachodzi na caltym G, czyli H jest podgrupa normalna.
Jesli H jest normalng podgrupa Liego G, to Aeyp(x) daje automorfizm H.
Z zalozenia jest on ciagly, czyli gltadki. A wigc pochodna Ae.p(x) w jedynce
odwzorowuje h w h. Czyli
Adcxp(tX)h C h.



Rozniczkujac wzgledem t widzimy ze dla Y € h
adX (Y) = 6tAdexp(tX)(Y)'t:O € h.

Czylidla X €g, Y e€h
[X,Y]€h

co oznacza ze h jest ideatem. O

Komentarz: Powyzej zalozenie ze automorfizmy wewnetrzne sa ciagle jest
automatycznie spetnione dla spéjnego H. Mianowice, wtedy H jest przeliczalng
sumyg zbioréw zwartych, czyli jest podzbiorem borelowskim G. To powoduje ze
struktora borelowska H jest dziediczona z G, czyli automorfizmy wewnetrzne ob-
ciete do H sa borelowsko mierzalne. Dla homomorfizmu grup polskich (a spéjne
H jest grupa polska), borelowska mierzalno§¢ implikuje cigglosé. Jednakze to
rozumowanie uzywa dos¢ zaawansowany materiat ktérego nie omawiamy na tym
wyktadzie. Ponadto, dla niespéjnych H zatozenie moze by¢ istotne.

Przyktad. Niech G = SL(2,R) x R? bedzie produktem p6lprostym (z natu-
ralnych dziataniem SL(2,R) na R?) i niech H = Ry x R gdzie jak poprzednio Ry
oznacza R z topologia dyskretna. Wtedy H jest podgrupa Liego G i dzielnikiem
normalnym, ale dziatanie SL(2,R) na H jest nieciagle i algebra Liego H nie
jest idealem w algebrze Liego G.



