Lemat 0.1 Niech G bedzie grupg Liego z algebrg Liego g. Istnieje otoczenie O
U C g takie ze exp jest rdznowartosciowy na U i dla V = exp(U) zachodzg
warunki

o V jest otwarty

o jeslig € V, g = exp(X), X € U i istnieje h € V takie ze g = h? to
h =exp(X/2).

Dowdd: Niech Y bedzie otoczeniem 0 w g takim ze exp jest dyfeomorfi-
zmem Y na otwarte W = exp(Y'). Niech U bedzie otoczeniem 0 w g takim ze
U+U CY. Jako ze U jest otwarty, U C Y i exp jest dyfeomorfizmem na Y
to V = exp(U) jest otwartym podzbiorem W. Skoro W jest otwarty w G to
rowniez V jest otwarty w G. Niech g € V', g = exp(X). Jesli h € V, to istnieje
Z €U takie ze h = exp(Z). Jedli g = h? to g = exp(22). 2Z e U+ U C Y iexp
jest réznowartosciowy na Y, a wiec 27 = X, czyli Z = X/2. O

Lemat 0.2 Niech G bedzie grupg Liego z algebrq Liego g. Jesli h jest cigglq
podgrupg jednoparametrowq o wartosciach w G to istnieje X € g taki ze h(t) =
exp(tX). W szezegdlnosci h jest gtadka.

Dowdd: Niech U i V bedg jak w lemacie 0.1. Jako ze h jest ciggla to istnieje
s > 0 takie ze h([—s,s]) C V. Niech Y € U bedzie takie ze h(s) = exp(Y).
Indukcyjnie pokazujemy ze dla naturalnych k& mamy h(27%s) = exp(27*Y).
Mianowicie, z okreslenia Y zachodzi to dla k = 0. Jesli réwnosé zachodzi dla
pewnego k to bierzemy g = h(27%s) = exp(27FY) i w = h(2= +Ds). Mamy
w €V, w? = g, wiec na mocy lematy 0.1 mamy w = exp(Z_(k+1)Y), co daje
wynik dla k£ 4+ 1 i koniczy dowéw indukeyjny. Niech X = Y/s i niech u bedzie
podgrupa jednoparametrowa zadana wzorem u(t) = exp(tX). Dla ¢ postaci
m2~*s z calkowitym m i naturalnym &k mamy

u(t) = exp(tX) = exp(m2"sY/s) = exp(m27*Y) = exp(27FY)™
= h(27Fs)™ = h(m27Fs) = h(t)

czyli u i h sg rowne dla takich ¢. Ale ¢ tej postaci tworzg zbidr gesty, zas u i h
sg ciagle, wiec réwnosé zachodzi dla dowolnych ¢. (|

Lemat 0.3 Cliggly homomorfizm h grupy Liego G w grupe Liego H jest gtadksi.

Dowdd: Niech X1, Xs,...,X,, bedzie baza algebry Lego g grupy G. Wtedy
~i(t) = h(exp(tX;)) zadaje ciagta podgrupe jednoparametrowa w H. Na mocy
poprzedniego lematu ; jest gtadka. Rozwazmy odwzorowanie ¢ z R™ w G zadane
wzorem

A((t1,.. . tn)) = exp(t1 X1) - ... - exp(tn Xp).

Pochodna ¢ w 0 jest odwracalna (bo X; sa baza), wiec ¢ jest dyfeomorfizmem
pewnego otoczenia 0 € R™ na otoczenie jedynki U w G. h jest homomorfizmem,
wiec

h(exp(thl) et exp(tan)) = lyl(tl) R Vn(tn)'



Jako ze 7; jest gladka, prawa strona jest gladka. A wiec na U homomorfizm
h jest gladki, czyli ze wzgledu na grupowa niezmienniczosé struktur rézniczko-
wych na G i H homomorfizm h jest gtadki w otoczeniu dowolnego punktu, czyli
gladki wszedzie. O

Lemat 0.4 Jesli G jest grupg Liego, x,y € g, gdzie g jest algebrq Liego grupy
G to
exp(z +y) = lim (exp(z/n)exp(y/n)"
n—oo

Dowdd: Uzywajac exp~ ' jako mape w otoczeniu jedynki z definicji exp mamy

exp™! (exp(x/n)) = x/n

dla x z pewnego otoczenia e.

Jako ze mnozenie jest gltadkie oraz xe = ex = z to pochodna czastkowa
mnozenia wzgledem pierwszego (lub drugiego) argumentu jest identycznoscia.
A wiec z wzoru Taylora

exp” ' (exp(z/n) exp(y/n)) = z/n+y/n+o(1/n)

czyli
nexp (exp(z/n)exp(y/n)) — = +y
co dzieki cigglosci exp daje wynik. (Il

Lemat 0.5 Domknicta podgrupa H grupy Liego G jest podgrupg Liego

Dowdd: Niech V bedzie zbiorem takich z € g ze exp(Rz) C H. Na mocy po-
przedniego lematu V jest podprzestrznia. Niech W bedzie podprzestrzenia do-
pelnicza do V w g. Wtedy (w,v) — exp(w)exp(v) jest dyfeomorfizmem pro-
duktowego otoczenia 0 w W x V' z otoczeniem jedynki U w G.

Twierdzimy ze exp(V)NU jest otoczeniem e w H. Mianowicie w przeciwnym
razie istnialby ciag h, € H zbiezny do e taki ze h,, ¢ exp(V)NU. hy, = wyo,
gdzie v, € exp(V)NU i w, € exp(W)NU. Oczywiscie w, = exp(u,) € H i uy,
dazy do 0. Piszemy u,, = t, 2z, gdzie t,, = |uy|, zas |z,| = 1. Z ciagu z,, mozna
wybra¢ podciag zbiezny z,,. Niech z = lim z,,,. Mamy z,, € W, wigc réwniez
z € W. Niech s € R. Piszemy s = mytn, + 75 z2m € Z i |rg| < tp,. Jako ze
up, — 0, to t, = 0, czyli s — myt,, — 0 czyli myt,, — s. A wiec

exp(sz) = klirrgo exp(Mytn, 2n, ) = klingo exp(un, )™ € H,

co przeczy maksymalnosci V. To oznacza ze jesli zadamy [, wzorem [, (v) =
exp(v)x to I jest homeomorfizmem na otocznie Ux N H x w H. Teraz niech
¢, bedzie odwrotnoscia [,. Latwo sprawdzi¢ ze ¢, sa zgodne. Mianowicie, je-
§li dziedzina ¢, i dziedzina ¢, sie przecinaja, to przekroj dziedzin F' C U. Na
E = ¢.(F) mamy ¢,¢,;1 = exp !tz texp co jest gladkie. Ogolny przypadek
przez przesuniecia sprowadza sie do powyzszego. A wiec H (z topologia indu-
kowana) jest podrozmaitoscia, a wiec rowniez podgrupa Liego. O



Lemat 0.6 (twierdzenie Frobeniusa) Niech M bedzie rozmaitosciq gtadkq zas
A rodzing gtadkich pol wektorowych na M takq Ze A jest zamknieta na dodawa-
nie i mnozenie prze funkcje gtadkie (czyli jest modutem nad C°(M)) i A jest
zamknieta na komutator pol wektorowych (czyli jest algebrq Liego). Dla x € M
niech A, oznacza podprzetrzen T M, rozpinang przez wartosci pol z A w punkcie
x. Zaktadamy ze wymiar A, nie zalezy od x. Ustalmy y € M. Istnieje doktadnie
jedna podrozmaitosé N C M taka ze N jest spojna, y € N, dla kazdego x € N
mamy TN, = A, © M jest maksymalna miedzy rozmaito$ciami spetniajgcymi
trzy poprzednie warunksi.

Lemat 0.7 Niech G bedzie grupg Liego z algebrq Liego g i niech h bedzie po-
dalgebrg Liego g. Wtedy istnieje jednoznaczna spdjna podgrupa Liego H ktorej
algebrg Liego jest h.

Dowdd: Niech B bedzie modutem nad C*°(G) rozpinanym przez h. Ze wzoru
(X, fY]=fIX, Y]+ (X[)Y

wynika ze B jest zamkniete na komutator i dim(B,) = dim(h). Ponadto B, =
lin{X;(x)} jesli {X;} sa baza h. A wiec spelnione sa zalozenia twierdzenia Fro-
beniusa, czyli istnieje doktadnie jedna maksymalna spéjna podrozmaitosé H
taka ze e € H, TH, = B, dla x € H. Dla x € H rozwazmy teraz Hx. Jako
ze pola z h sa prawostronnie niezmiennicze mamy T(Hz), = B, dla z € Hz.
Ponadto =z € Hzx i Hx jest spojna. Jako prawe przesuniecie H Hx jest maksy-
malna z tymi wlasnosciami. Ale H ma tez te wlasnosci, czyli H C Hzx. teraz
widzimy ze e € Hx, z maksymalnosci H mamy Hx C H, czyli Hx = H. A wiec
H jest zamkniete na mnozenie. Jako ze pola z h sa styczne do H to exp(h) C H.
Ponadto exp jest dyfeomorfizmem na otoczenie jedynki w H. Jako ze exp(—X)
jest odwrotnoscia exp(X) oznacza to ze elementy pewnego otoczenia U jedynki
w H sa odwracalne. Teraz widaé ze

vt
k

jest otwarta podgrupa H i jako ze H jest spojne musi by¢ réwne H. Czyli H
jest podgrupa G. Aby pokaza¢ ze operacje grupowe w H sa ciagle zauwazmy
najpierw ze automorfizmy wewnetrzne H sa ciaglte w jedynce. Doktadniej, jesli
x jest ustalonym elementem H to definujemy

A (y) = zyx ™t

Niech U bedzie otoczeniem e w H. Istnieje otoczenie zera V' C h takie ze
exp(V) C U. Dalej istnieje otoczenie zera W w g takie ze W Nh C V i exp jest
dyfeomorfizmem W na otoczenie jedynki X w G. Jako ze operacje grupowe w G
sg ciggle to A, jako odwzorowanie z G w G jest ciagle. A wiec istnieje otoczenie
Y zera w g takie ze exp™ (A, (exp(Y)) C W. Niech Z = Y NV. Jako ze A,
przeksztalca podgrupy jednoparametrowe na podgrupy jednoparametrowe, to
Az(exp(h)) C exp(h), czyli Ay(exp(Z)) C exp(h). Razem z wlasnosciami Y
daje to A, (exp(Z)) C exp(h) Nexp(W). Jako ze exp jest roznowartosciowe na
W mamy A, (exp(Z)) C exp(W Nh). Lecz WNh CV, czyli

Az (exp(Z)) C exp(V) C U.



exp(Z) jest otoczeniem jedynki w H za$ U bylo dowolnym otoczeniem jedynki
w H, wiec A, jest ciagle w jedynce H. Podobnie, lecz tatwiej pokazujemy ze
mnozenie i branie elementu odwrotnego jest ciggte w jedynce H. Teraz niech
x,y € H beda dowolne. Z konstrukcji H struktura rézniczkowa i topologia H jest
niezmiennicza na prawe przesuniecia. Czyli dowolne otoczenie xy mozna zapisaé
w postaci Uzy gdzie U jest otoczeniem jedynki w H. Z pokazanej ciaglosci w
jedynce istnieja otoczenia jedynki V i W w H takie ze VW C U. Teraz piszemy

VWay = Va(z ' W)y

7Z ciagltosci automorfizméw wewnetrzych w jedynce H istnieje otoczenie jedynki
X takie ze X C 7 1Wax. A wiec

VeXy C Va(z *Wa)y = ViWay C Uzy.

Czyli dla dowolnego otoczenia zy (ktore zapisaliSmy jako Uxy), znalezliSmy
otoczenie Vx elementu x i otoczenie Xy elementu y takie ze

VaeXy C Uxy.

Ale to jest ciaglos¢ mnozenia w xy. Podobnie pokazujemy ciagtosé odwrotnosci.
Skoro operacje grupowe w H sa ciagte to H jest podgrupa Liego. O

Definicja. Niech P bedzie przestrznia topologiczna. Powiemy ze para (7, Q)
jest nakryciem P jesli m : Q — P jest ciagle i dla kazdego = € P istnieje
otoczenie U takie ze 7~ 1(U) jest suma roztacznych zbioréw otwartych Vy idla
kazdego y 7 obcigte do V,, jest homeomorfizmem V,, z U. m powyzej nazywamy
odwzorowaniem nakrywajacym.

Definicja. Niech P i @) beda przestrzeniami topologicznymi, zas A domknie-
tym podzbiorem P. Powiemy ze funkcje ciagle figz P w Q takie ze f|a = g|a
sa homotopijne wzgledem A jesli istnieje funkcja ciagta h z P x [0,1] w Q taka
ze f(x) = h(z,0), g(z) = h(z,1) i f(zx) = g(x) = h(z,t) dlax € A.

Uwaga: Homotopia wzgledem ustalonego A jest relacja rownowaznosci.

Definicja. Grupa podstawowa 71 (P, o) przestrzeni topologicznej P wzgla-
dem punktu z¢g € P nazywamy zbiér klas réwnowaznosci krzywych ciaglych
v : [0,1] — P takich ze v(0) = (1) = z¢ wzgledem homotopi wzgledem
{0,1}. Na klasach rownowaznosci krzywych wprowadzamy mnozenie wzorem
[v1llre] = [n] gdzie n(t) = i (2t) dlat € [0,1/2]in(t) = y2(2t—1)dlat € [1/2,1].
Element neutralny to klasa krzywej stalej y(¢) = xo, element odwrotny to klasa
krzywej n z odwrotna parametryzacja: n(t) = y(1 — t).

Jesli P jest tukowo spojna to m (P, zo) dla réznych xg sa izomorficzne. W
takiej sytuacji czesto pisze sie w1 (P) i uzywa nazwy grupa podstawowa.

esli P jest tukowo spdjna to w1 (P, o) dla roznych xo sa izomorficzne. W
takiej sytuacji czesto pisze sie m1(P) i uzywa nazwy grupa podstawowa.

Definicja. Méwimy ze tukowo spdjna przestrzen topologiczna P jest jedno-
spojna jesli jej grupa podstawowa jest trywialna. Réwnowaznie, P jest jedno-
spojna wtedy i tylko wtedy gdy kazda petla w P (tzn. krzywa v : [0,1] — P
taka ze v(0) = (1)) jest homotopijna ze stala.

Mozna pokazaé nastepujacy lemat:



Lemat 0.8 Jesli P jest przestrzeniq z wyroznionym punktem e i cigglq operacjg
m: Px P — P takq ze m(e,x) = m(z,e) = x, to grupa podstawowa P jest prze-
mienna. W szczegdlnosci grupa podstawowa tukowo spdjnej grupy topologicznej
jest przemienna.

Definicja. Powiemy ze przestrzen P jest potlokalnie jednospdjna jesli dla
kazdego punktu = € istnieje otoczenie V takie ze kazda krzywa +y taka ze v(0) =
~v(1) = z ktorej obraz jest zawarty w U jest homotopijna wzgledem {0,1} z
krzywa stala.

Lemat 0.9 Jesli P jest lokalnie tukowo spdjna, spdjna i pétlokalnie jednospdjna
to P ma nakrycie jednospdjne. W szczegdlnosci spdjna rozmaito$é ma nakrycie
jednospajne.

Lemat 0.10 Jesli P jest lokalnie tukowo spdjna, spdjna i jednospdjna, rog € P,
[ jest ciggltym odwzorowaniem z P w Q, 7 : R — Q jest nakryciem za$ w(yo) =
f(xo) to istnieje doktadnie jedno ciggte h takie ze moh = f i h(xg) = yo.

Uwaga: odwzorowanie h z lematu nazywamy podniesieniem odwzorowania
f.

Uwaga: lemat oznacza ze nakrycie jednospojne przestrzeni spojnej i lokalnie
tukowo spéjnej o ile istnieje to jest jednoznacznie wyznaczone z dokladnoscig
do homeomorfizmu.

Lemat 0.11 Produkt kartezjanski przestrzeni jednospdjnych jest jednospojny.
Produkt kartezjariski nakryé jest nakryciem.

Lemat 0.12 Nakrycie 7 : P — @ rozmaitosci gltadkiej (analitycznej) Q ma
naturalng strukture rozmaitosci gltadkiej (analitycznej) takg ze dla dowolnej roz-
maitosci gtadkiej (analitycznej) M ciggte f : M — P jest gtadkie (analityczne)
wtedy 1 tylko wtedy gdy 7o f jest gladkie (analityczne).

Lemat 0.13 Jesli G jest spdjng i tukowo spdjng grupg topologiczng za$m : H —
G jest nakryciem jednospojnym G, to H ma jedyng strukture grupy topologicznej
takqg zZe odwzorowanie nakrywajgce w jest homomorfizmem grup. Jgdro m jest
izomorficzne z grupg podstawowq G.

Dowdd: Niech m : G x G — G oznacza mnozenie w G. P X P jest jednospéjne
za$ m X 7 jest odwzorowaniem nakrywajacym z P X P w G x G. Mnozenie m w
P istnieje i jest jednoznaczne na mocy Lematu 0.10 jako podniesienie odwzoro-
wania f = mo (m x 7). Lacznos¢ m réowniez wynika z Lematu 0.10. Mianowicie,
m(x,m(y, z)) i m(m(x,y), z) daja dwa podniesinia tego samego odwzorowania
m(z,m(y,z)) o (m x m X ), wiec z jednoznacznosci podnoszenia sg rowne. Po-
dobnie pokazujemy istnienie elementu odwrotnego. O

Lemat 0.14 Nakrycie jednospojne H spojnej grupy Liego G jest grupq Liego.

Dowdd. Na mocy poprzedniego lematu H ma naturalng strukture grupy topolo-
gicznej. Na mocy Lematu 0.12 H ma strukture rozmaitosci i operacje grupowe
sa gladkie. O



Lemat 0.15 Zaktadamy zZe grupa Liego G z algebrg Liego g jest spdjna i jed-
nospdjna. Jesli f jest homorfizmem algebr Liego z g w algebre Liego h grupy
Liego H to istnieje doktadnie jeden gtadki homomorfizm F z G w H taki Ze
DF(2)|p=c = f.

Dowdd: Niech S = G x H. S jest grupa Liego z algebra Liego g & h. Niech
p={(z f(z)):z€g}

Jako ze f jest homorfizmem algebr Liego to p jest podalgebra w g & h. Na
mocy Lematu 0.7 istnieje podgrupa Liego P C S z algebra Liego p. Rozwazmy
rzutowanie m; z P na G. Pochodna m; w jedynce jest roznowartos$ciowa, wiec mp
jest lokalnym dyfeomorfizmem. Jako ze m; jest homomorfizmem wynika stad ze
obraz 7 jest otwarty. Jako ze G jest spojna wynika stad ze m; jest na. Jako ze 7
jest lokalnym dyfeomorfizmem to jado m; jest dyskretne. Wynika stad ze 7 jest
nakryciem. Jako ze GG jest jednospo6jna, identycznos¢ na G mozna podnie$é¢ do
ciagltego odwzorowania z G w P, czyli 71 jest izomorfizmem grup topologicznych,
czyli m; ma gtadka odwrotnosé m; ! Niech 7, oznacza rzutowanie z P na H.
Bierzemy
F=monm '

Jest to gladki homomorfizm grup Liego. Wida¢ ze Dy 1(y)|y:e spekia
Dﬂfl)(y)ly:e(x) = (=, f(z))
eyl DF(y)ly=e = f 0



