Definicja. Przestrzenia jednorodng dla G nazywamy przestrzen na ktorej G
dziata tranzytywnie.

Lemat 0.1 Kazda przestrzeri jednorodna jest postaci G/Z gdzie Z jest podgrupg
w G.

Jesli G jest grupa topologiczng to na G/Z rozpatrujemy topologie ilorazowa.
Lemat 0.2 Jesli Z jest podgrupg domknietq to G/Z jest Haussdorfa.

Lemat 0.3 Jesli G jest grupg Liego z algebrqg Liego g zas Z jest domknieta to
istnieje podprzestrzen V. C g i otwarte U C V, 0 € U takie Ze odwzorowanie
o(u, z) = exp(u)z jest dyfeomorfizmem U x Z z otwartym podzbiorem G.

Dowaod: Najistotniejsze jest pokazanie réznowartosciowosci. Z jest podgrupa
Liego z algebra Liego z C g. Niech V' bedzie podprzestrzenia w g dopelnicza do
z. Jesli

exp(v1)z1 = exp(v2)z2

to
exp(—v2) exp(v1) = 2’221_1

czyli
exp(—wv2) exp(vy) € Z.

Jesli W C Z jest otwarte i e € W to Z — W jest domkniete, e ¢ Z — W, wiec
mozna dobraé¢ U tak by

exp(=U)exp(U)N(Z — W) = 0.

Pochodna ¢ w (0, ) jest roznowartosciowa, wiec istnieja otwarte X C V,0 € X
i85 C Z, ee S takie ze ¢ jest dyfeomorfizmem X x S z otwartym podzbiorem
G.
Roéwnosé
exp(—vz) exp(v1) € W

databy
exp(v1) € exp(va)W

cogdy U C X, W C S oznacza ze v; = vsa.

A wiec faktyczne, dla dostatecznie matego U odwzorowanie ¢ jest roznowar-
tosciowe, czyli ¢ ma odwrotnosé.

W naszej konstrukeji ¢ jest dyfeomorfizmem na U x S. Ale Z jest podgrupa
i mamy

o(u, z) = d(u, 2261)20

a wiec gladko$¢ odwrotnosci na obrazie U x S daje gtadkos¢ odwrotnosci na
obrazie U x Z. O

Lemat 0.4 Jesli G jest grupg Liego zas$ Z jest domknicta to na G/Z istnieje
doktadnie jedna struktura rézniczkowa taka ze dziatanie G na G/Z jest gtadkie.



Szkic dowodu: Niech g bedzie algebra Liego G. Niech V' i U beda jak w Lemacie
0.3.

Niech 7 oznacza odwzorowanie ilorazowe z G na G/Z. Oznaczmy przez Ly :
G — G odwzorowanie zadane wzorem L,(z) = gx.

Zmniejszajac U jedli trzeba mozemy zaktadaé ze m o L, o exp jest home-
omorfizmem z U na otoczenie [¢Z] € G/Z. Mianowicie, z Lematu 0.3 wynika
roznowarto$ciowosé. Nasze U zawiera zwarty podzbiér X taki ze 0 nalezy do
wnetrza X, a na podzbiorze zwartym ciagle odwzorowanie réznowartosciowe
jest homeomorfizmem.

Teraz bierzemy odwrotnosci 7o Ly o exp jako mapy. Widac zZe jest to zgodny
uktad map. Mianowicie, trzeba pokazaé ze jesli dwie mapy 7;, ¢ = 1,2 maja
dziedziny T;, i = 1,2 z niepustym T = T; N1 to na n;(T) funkcja 1y o 771_1
jest gladka. Ale ny Ltonmo Ly o exp zawezone do odpowiedniego podzbioru,
wiec wystarczy pokazac ze 1y o 7 jest gltadkie. Ale 19 o m mozemy wyliczaé przy
pomocy odwrotnosci ¢, co jest gladkie.

Z konstrukcji dzialanie G jest gltadkie. Widac tez ze jest to jedyna mozliwa
konstrukcja, bo jesli dziatanie jest gtadkie to 7 o L, o exp ma réznowartosciowa
pochodna w zerze, wiec jest lokalnie odwracalne i odwrotno$¢ mozna uzy¢ jako
mape. |

Lemat 0.5 Jesli G jest grupg Liego z algebrq Liego g zas Z jest domknietq
podgrupg normalng z algebrg Liego z, to G/Z jest grupg Liego z algebrq Liego
naturalnie izomorficzng z g/z.

Zaktadamy ze G i H sa podgrupami jednej grupy. Niech
(G, H) = grupa generowana przez ryz 'y ' dlaz € G,y € H
oznacza komutator grup G i H. Piszemy
G’ =@,
GM' = (G*,GY).
Powiemy 7e grupa G jest rozwiazalna jesli istnieje k takie ze G = {e}.
Zaktadamy ze g i h sa podalgebrami tej samej algebry Liego. Niech
[g, h] = podalgebra generowana przez [z,y], z € g,y € h

oznacza komutator algebr g i h (tzn. przestrzen liniowa rozpinana przez kom-
tatory elementow z g i h). Piszemy

g’ =g,

g"t! =[g" g".

Powiemy 7e algebra g jest rozwiazalna jesli istnieje k takie ze g¥ = {0}.
Podobnie piszemy

Gy =G,

Gri1 = (G, Gy).



Powiemy ze grupa G jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze Gy, = {e}. Piszemy
tez
g0 =8,

grk+1 = [g7 gk]-

Powiemy ze algebra g jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze g = {0}.

Lemat 0.6 Jesli G jest grupg zas N C G jest podgrupg normalng to G/N jest
przemienna wtedy i tylko wtedy gdy (G,G) C N. Ponadto (G, Q) jest dzielnikiem
normalnym w G.

Dowdd: 7 definicji (G,G) to podgrupa G generowana przez elementy postaci
zyx 'y ' zx,y € G. Ten zbiér jest niezmienniczy na automorfizmy wewnetrzne,
co oznacza ze (G, Q) jest dzielnikiem normalnym. Jesli (G,G) C N to w G/N
zachodzi r6wnos$é zyz~ty~! = e co oznacza ze G/N jest przemienna. Jesli G/N
jest przemienna to w G/N mamy zyx~'y~! = e, czyli dla x,y € G mamy
ryz~ly=t € N, czyli (G,G) C N. O

Lemat 0.7 Grupa G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje cigg pod-
grup No, ..., Ny taki ze Ng = G, Ny = {e}, N;;+1 jest dzielnikiem normalnym
w N; i iloraz N;/N;y1 jest przemienny.

Dowdd: Cigg G z definicji grupy rozwigzalnej spetnia warunki wyzej. Mianowi-
cie, G**! = (G*, G%) co na mocy Lematu 0.6 jest dzielnikiem normalnym w G*
za$ iloraz G'/G'H1 jest przemienny. A wiec, jesli grupa jest rozwiazalna to ciag
N; jak wyzej istnieje.

Aby pokazaé implikacje w druga strone indukcyjnie pokazemy ze G* C N;.
Z definicji zachodzi to dla i = 0. Jedli G* C N; to Gt = (G*,GY) C (N;, N;).
N; /N1 jest przemienna, wiec na mocy Lematu 0.6 (N;, N;) C N;yi. Czyli
lacznie G C Ny .

Teraz juz widaé¢ ze G, C N = {e} czyli G jest rozwiazalna. O

Lemat 0.8 Grupa topologiczna G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy ist-
nieje cigg podgrup domknietych Ny, ..., Ny taki ze Ng = G, Ny = {e}, Niy1
jest dzielnikiem normalnym w N; i iloraz N;/N;y1 jest przemienny.

Dowdd: Jesli taki ciag istnieje to G jest rozwigzalna na mocy Lematu 0.7. Niech
N; bedzie ciagiem podgrup z Lematu 0.7 i niech M; bedzie domknieciem w
G podgrupy N;. M, jako domkniecie dzielnika normalnego w N; jest dziel-
nikiem normalnym w M;. Ponadto (M;, M;) jest domknieciem (N;, N;), czyli
(M;, M;) C M1, czyli mocy Lematu 0.6 M;/M;;1 jest przemienna. O

Lemat 0.9 Jesli g jest algebrq Liego, n C g jest ideatem to g/n jest prze-
mienna wtedy i tylko wtedy gdy [g,g] C n. Ponadto [g, g| jest ideatem.



Dowdd: [g,[g,g]] C [g,g], czyli [g,g] jest idealtem. Jedli [g,g] C n to w g/n
mamy réwnosé [z, y] = 0, czyli g/n jest przemienna. Jesli g/n jest przemienna
to w g/n mamy [z,y] = 0, czyli dla 2,y € g mamy [x,y] € n, czyli [g,g] C n. O

Lemat 0.10 Algebra Liego g jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
ciqg podalgebr n;, i =0, ...,k taki ze ng = g, ng, = {0}, n; 4 jest ideatem w n;
i dloraz n;/n;q jest przemienny.

Dowdd: Podobny do dowodu Lematu 0.7, ale uzywajac Lemat 0.9 zamiast Le-
matu 0.6 i

Lemat 0.11 Spdjna grupa Liego G z algebrq Liego g jest rozwigzalna wtedy 1
tylko wtedy gdy g jest rozwigzalna.

Dowdd: Jesli g jest rozwiazalna, to zgodnie z zdaniem na licie jednospojna grupa
Liego G z algebra Liego g jest iterowanym produktem poélprostym prostych.
Taka grupa jest rozwiazalna, a wiec rowniez G jako iloraz G jest rozwiazalna.
Jesli G jest rozwigzalna to na mocy Lematu 0.8 istnieje ciag podgrup do-
mknietych a wiec Liego N; taki ze Ng = G, Ny = {e}, N;;+1 jest dzielnikiem
normalnym N; i iloraz N;/N;y; jest przemienny. Niech n; bedzie algebra Liego
N;. Wtedy ng = g, n; = {0}. n;1; jest idealem w n; bo N, jest dzielnikiem
normalnym w N;. n;/n;;, jest przemienna na mocy Lematu 0.5, A wiec n;
speliaja warunki Lematu 0.10 czyli g jest rozwiazalna. ]

Lemat 0.12 (twierdzenie Liego) Jesli g jest rozwigzalng algebrq Liego endo-
morfizmow nietrywialnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad
ctatem algebraicznie domknietym R charakterystyki 0, to mozna wybraé baze V
tak zZe elementy g bedq przedstawione macierzami gornotrdjkgtnymi. W szcze-
golnosci istnieje wspolny wektor wtasny dla wszystkich elementow g.

Dowdd: Najpierw zauwazmy ze wystarczy pokazaé¢ ostatni punkt, tzn. istnie-
nie wspoélnego wektora wlasnego. Majac taki wektor v rozwazamy dziatanie g
na Vi = V/(Rwv). Indukcyjnie, istnieje baza wy,...wy przestrzeni Vi taka ze
dzialanie g jest przez macierze gornotréjkatne. Niech vy,..., v, beda takie ze
w; = v; + Rv. Jako baze V bierzemy teraz vq,...,v;,v. Widaé ze w tej bazie
elementy g maja posta¢ géornotrojkatng.

W wiec pozostaje pokazaé istnienie wspolnego wektora wlasnego. Robimy
to indukcyjnie wzgledem wymiaru g. Jesli dim(g) = 1 to g jest przemienna,
generowana przez pojedynczy element i wektor wlasny istnieje na mocy zna-
nych wtasnosci odwzorowarn i tego ze ciato jest algebraicznie domkniete. Jesli
dim(g) > 1 to w g istnieje ideal h kowymiaru 1 i element x takie ze jako
przestrzenn wektorowa g = Rz @ h. Z zalozenia indukcyjnego elementy h maja
wspoélny wektor wlasny ug, tzn. istnieje funkcjonal liniowy A na h taki ze dla
h € h mamy hug = A(h)uo.



Rozwazmy podprzestrzen U z baza u;, i =0, ..., gdzie
Uil = TU;

za$ | jest maksymalne takie ze u; sa liniowo niezalezne. Rozwazmy tez podprze-
strzenie U; = lin{u; : i < j}. Dla h € h mamy

Pokazujemy to indukcyjnie: dla i = 0 jest to fakt ze ug jest wspdlnym wektorem
wtasnym dla h. Je$li mamy zawieranie dla ¢ to piszemy

hu;y1 = hzu; = xhu; + [h, z]u;.
7 zalozenia indukcyjnego
zhu; € x)\(h)ul + 2U; C )\(h)qu + Ui+1.

Jako ze [h, z] € h to z zalozenia indukecyjnego [h, z]u; € U;11 co koriczy induk-
cyjny dowdd réownosdci wyzej. Teraz zauwazmy ze zapisujac dziatanie h na U
w bazie uj, uj—1,...,uo elementy h € h maja posta¢ gérnotrojkatna z A(h) na
diagonali. A wiec

INR) = Te(h|y).

Zauwazmy ze U jest niezmiennicze dla g. A wiec jesli h € [g,g] C h to
A(h) = Tr(hly)/l=0

(tu uzywamy zalozenie ze charakterystyka ciala to 0).
Teraz indukcyjnie pokazujemy ze hu; = 0 dla h € [g, g]. Mianowicie,

h’LLO = )\(h)'LLQ = 0,

huiy1 = hzu; = zhu; + [h, x]u; =0

gdzie w ostatniej réwnosci dwa razy uzywamy zalozenie indukcyjne.

A wiec elementy [g, g] obciete do U daja operatory zerowe, czyli elementy g
obciete do U komutuja. Dla komutujacych operatoréw w przestrzeni nad ciatem
algebraicznie domknietym istnienie wspolnego wektora wlasnego to standartowy
wynik, co koniczy dowdd. O



