0.1 Wspélny wektor zerowy

Lemat 0.1 (twierdzenie Engela) Jesli g jest algebrg Liego nilpotentnych endo-
morfizmow nietrywialnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V', to
istnieje niezerowy v € V taki zZe dla kazdego x € g mamy xv = 0.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na wymiar g. Niech m bedzie maksymalna podalge-
bra w g taka ze m # g. Zauwazmy ze jesli x jest nilpotentnym endomorfizmem
to ad, jest nilpotentny:

ady(y) = vy —yr = (L, — Rs)(y)

gdzie L,(y) = 2y i Rx(y) = yx. L, i R, komutuja, wiec

oy = (Lo~ )" =3 ()R

i=0

Jesli ¥ = 0 i n = 2k to co najmniej jedno z i i n — i jest wieksze lub réwne
k. Jeslii >k to (—R,)" = 0, jesli n —i > k to L?~* = 0. Czyli kazdy czlon
sumy wyzej jest zerem i ad), = 0. Rozwazmy teraz dzialanie m na g/m. Jak
pokazaliSmy m dziala przez endomorfizmy nilpotentne, wiec istnieje x € g taki
ze [y,z] € m dla y € m. Niech h bedzie podprzestrzenia g rozpinang przez x
i m. h jest podalgebra, wiec z maksymalnosci m mamy h = g. Czyli m jest
ideatem kowymiaru 1 z elementem dopelniczym z.

Niech W bedzie podprzestrzenia V skladajaca sie takich v € V ze dla kaz-
dego y € m mamy

yv = 0.

Na mocy zalozenia indukcyjnego W jest nietrywialna. Jesli v € W to zv € W.
Mianowicie
yrv = zyv + [y,z]Jv =0

bo yv =01 [y,x] € m czyli rowniez [y, z]v = 0. Jako ze x jest endomorfizmem
nilpotentnym, to istnieje v € W, v # 0, taki ze xv = 0. O

Lemat 0.2 Jesli g jest algebrq Liego nilpotentnych endomorfizmdéw nietrywial-
nej skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V, to mozna wybraé baze V
tak zZe w tej bazie elementy g majq postaé gornotrdjkgtng z zerami na diagonali.

Dowdd: Indukcja uzywajac Lemat 0.1. (]

Lemat 0.3 Skoriczenie wymiarowa algebra Liego g nad ciatem jest nilpotentna
wtedy i tyko wtedy gdy dla kazdego x € g endomorfizm ad, jest nilpotentny.

Dowdd. 7 definicji algebra jest nilpotentna jesli istnieje k takie ze
[.’1717 [56'2, co. 7.’17k+1]] =0
dla dowolnych z1, ..., 21 € g. Oznacza to ze

ady,adg, ...ady, =0



czyli w szczegblnosei adﬁ = 0 dla dowolnego x € g. Innymi stowy ad, jest
nilpotentny.

Niech h oznacza obraz g przez ad. Jesli ad, jest nilpotetny dla dowolnego
x € g to h sklada sie z endomorfizméw nilpotentnych, a wiec na mocy Lematu
0.2 elementy h mozna zapisa¢ w postaci gérnotrojkatnej z zerami na diagonali.
Taka algebra jest nilpotentna. h jest izomorficzna z ilorazem g przez centrum,
a wiec rowniez g jest nilpotentna. |

0.2 Moduly proste i uogdlnienie twierdzenia Liego

Jesli A jest algebra Liego nad pierscieniem R za§ M jest modutem nad R to
mowimy ze M jest modulem Liego nad A jesli zadane jest dziatanie A na M
ktore jest dwuliniowe i spelnia

xyv — yrv = [z, ylv

dla dowolnych x,y € Aiv € M. W literaturze uzywa sie tez termin reprezen-
tacja algebry A.

W naturalny sposéb definiujemy homomorfizmy, podmoduty, sume prosta,
produkt i iloraz modutéw Liego.

Jak sie okaze pdzniej moduty Liego nad A mozna utozsamiaé¢ z modulami
nad odpowiednim pierscieniem (uniwersalna algebra obwiednia U(A))

Lemat 0.4 Niech g bedzie skoriczenie wymiarowq rozwigzalng algebrg Liego nad
ciatem R charakterystyki 0. Wtedy [g, g] jest algebrg nilpotentng.

Dowdd: Najpierw rozwazmy przypadek algebraicznie domknietego R. Bie-
rzemy teraz dzialanie g na g za pomoca ad. Dokladniej rozpoatrujemy homo-
morfizm ¢ zadany wzorem ¢(z) = ad,. Obraz g przez ¢ to rozwiazalna algebra
m endomorfizméw g. Na mocy twierdzenia Liego elementy m mozna zapisa¢ w
postaci macierzy gornotrojkatnych. Elementy [m, m] sa wiec macierzami goérno-
trojkatnymi z zerami na diagonali i widac¢ ze daja algebre nilpotentna. Oczywi-
Scie obraz [g, g| przez ¢ jest zawarty w [m, m], a wiec jest algebre nilpotentna.
Jadro ¢ to takie x ze ad, = 0, czyli dla kazdego y € g mamy [z,y] = 0, czyli
x nalezy do centrum g. A wiec jador ¢ jest zawart w centrum [g,g]. Latwo
sprawdzi¢ ze jedli iloraz algebry przez ideat zawarty w centrum jest nilpotenty
to sama algebra tez jest nilpotentna. Czyli dla algebraicznie domknietego R
algebra [g, g] jest nilpotentna.

Ogolnie g mozna rozszerzy¢ do algebry Liego g nad algebraicznym domknie-
ciem R ciata R. Pézniej podamy ogolng konstukcje, ale tu wystarczy wprowadzié
baze w g i wyrazi¢ komutator elementéw bazy jako kombinacje liniowa elemen-
tow bazy. Zmieniajac wspotezynniki z R na R dostaniemy rozwiazalna algebre
Liego. Na mocy juz udowodnionej czesci [g, g] jest nilpotentny. Ale idealy z
ciagu w definicji nilpotentosci dla [g, g] sa zawarte w odpowiednich elementach
ciagu dla [g, g], czyli ciag dla [g, g] sie urywa, czyli [g, g] jest nilpotentna. O



Lemat 0.5 Niech g bedzie skoriczenie wymiarowg rozwigzalng algebrg Liego en-
domorfizméw skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V. nad ciatem R
charakterystyki 0. Wtedy [g,g| sktada sie z elementow nilpotentnych.

Dowdd: Podobny do poprzedniego lematu. O

Lemat 0.6 Niech g bedzie rozwigzalng algebrg Liego endomorfizmow nietry-
wialnej skonczenie wymiarowej przestrzent wektorowej V- nad ciatem R charak-
terystyki 0. Jesli V' jest modutem prostym nad g to [g,g]V = 0.

Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu m = [g, g] sklada sie z elementow
nilpotentnych, a wiec na mocy twierdzenia Engela ma wspoélny wektor zerowy
v. Niech W = {w € V : mw = 0}. W jest jest niezmiennicze dla g. Mianowicie
dlawe W, memix € g mamy

mzw = xmw + [m, z]jw =0

bo mw =01 [m,z] € m. A wiec zw € W czyli w faktycznie jest niezmiennicze
dla g. Czyli W jest nietrywialnym podmodutem Liego w V', a wiec skoro V jest
prosty to W =V czyli mV = 0. (]

Lematy 0.5 i 0.6 faktycznie stanowa alternatywne sformutowanie twierdze-
nia Liego. Mozna podaé bezposredni dowod Lematu 0.6 i uzy¢ go do dowodu
twierdzenia Liego: w naszym dowodzie twierdzenia Liego glowny wysitek szedt
na udowodnienie specjalnego przypadku Lematu 0.6 i majac Lemat 0.6 mozna
by dowod znacznie uproscié.

0.3 Rozklad spektralny endomorfizmu i algebry nilpotent-
nej

Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem, za$
AV — V bedzie odwzorowaniem liniowym. Definiujemy

Va={veV:3(A- A =0}

Uwaga: Powyzej mozna by napisaé¢ (A — AI)I™(V)y = 0. Mamy tez (A —
M)Ay = 0.

Lemat 0.7 Jesli V i A sq jak wyzej to V jest zachowywana przez A. Jesli ciato
jest algebraicznie domknete to

V =@\V,

Lemat 0.8 Jesli V i A sq jak wyzej, B : V — V jest odwzorowaniem liniowym
takim ze ada(B)! = 0 dla pewnego | > 0 to B zachowuge V.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na [. Jesli | = 1 to oznacza ze A i B komutuja,
czyli
(A= XI)*Bv=B(A—-X)fv=0



dla v € V) i k = dim(V}), czyli B zachowuje V.
W kroku indukcyjnym zaktadamy ze wynik jest prawdziwy dla [ i rozpatru-
jemy B takie ze ada(B)"*! = 0. Mamy wzor

k—1
[(A=AD*, Bl =Y (A= ADF7' A~ I, B|(A— \I)/
j=0

Zauwazmy ze C' = [A — M\, B] = [A, B] = ad4(B), czyli
ada(C)! = ada(B)'! = 0.

A wiec z zalozenia indukcyjnego C'Vy C V), czyli dla v € V), mamy
[A— X\, B](A—\)iv e Vy.

Teraz niech k = 2dim(Vy) + 1. Wtedy we wzorze wyzej albo j > dim(V)) albo
k—j—12>dim(Vh). Jesli j > dim(V3) to

(A= \)v=0.
Jegli k — j — 1 > dim(V),) to
(A= XI)F=371A = \I, BJ(A = XI)7v = 0.
To oznacza ze wszystkie czlony sumy dajacej [(A — AI)*, B]v sa zerami, czyli
[(A—AD* Blv=0
czyli
(A= XD)*Bv=B(A - Ao+ [(A—AXD)* Blo=0

dla v € V), co oznacza ze B zachowuje V). ]

Teraz uogdlniamy definicje wyzej. Niech N bedzie podprzestrzenia prze-
strzeni endomorfizméw skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad
cialem za$ A bedzie funkcja na N. Defininujemy

Va={v €V :VaecnTu(A - NA)*v =0}

Uwaga: Jak dla pojedynczego endomorfizmu mozna bra¢ k = dim(V'), czy tez
k= dlm(VA)

Jesli V), jest nietrywialne to méwimy ze A jest funkcjonatem pierwiastkowym
dla N (czasami wygodnie jest dopuscié przypadek trywialny i traktowaé dowolny
funkcjonal jako funkcjonal pierwiastkowy).

Lemat 0.9 Niech N bedzie nilpotentng algebrg Liego endomorfizmow skoricze-
nie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad ciatem algebraicznie domknietym.
Wtedy

V =®\Vi.

Ponadto jesli ciato jest charakterystyki 0 to X sqg funkcjonatami lintowymi i
mozna wybraé bazy w Vy tak by elementy A € N obciete do V) mialy postaé
gornotrajkatng z A(A) na diagonali.



Dowdd: Rozpatrzmy najpierw przypadek gdy N zawiera element A z co
namniej dwoma réznymi wartosciami wlasnymi. A wiec

V=a,V,

gdzie n przebiega wartosci wlasne A. Jako ze N jest nilpotentna, to dla kazdego
B € N mamy ads(B)! = 0, a wiec na mocy Lematu 0.8 elementy N zachowuja
rozktad wyzej. Czyli redukujemy problem do przypadku gdy wszystkie elementy
A € N maja dokladnie jedng wartos¢ wlasng A(A) (wartosé wlasna istnieje, bo
cialo jest algebraicznie domkniete). To koniczy dowod w przypadku dowolnej
charakterystyki.

Jesli ciato jest charakterystyki O to

Tr(A) = dim(V)A(A).

co oznacza ze A\(A) jest funkcjonatem liniowym na N.
Ponadto, wtedy A — A(4) ma jedna wartos¢ wlasna rowna 0 i

V="V.

N jako algebra nilpotentna jest rozwiazalna, a wiec dla ciala charakterystyki 0
na mocy twierdzenia Liego mozna wybraé baze w V) tak by elementy N mialy
postaé gornotrojkatna. Oczywiscie w takiej bazie A € N ma A(A) na diagonali.
O

Uwaga: w powyzszym lemacie zamiast algebraicznej domknietosci wystarczy
zaktadaé ze elementy A (lub tylko bazy A) maja wszystkie wartosci wlasne w
ciele podstawowym.

Uwaga: przyktad z zadania pokazuje ze w charakterystyce p moze nie istnie¢
wspolny wektor wlasny. W tym przyktadzie A jest liniowe, ale ogolnie A(A) moze
zalezeé¢ nieliniowo od A.



