1 Konstrukcje uniwersalne

1.1 Moduty Liego

Przypominam ze jesli A jest algebra Liego nad pierscieniem R za$ M jest mo-
dutem nad R to méwimy ze M jest modutem Liego jesli zadane jest dziatanie
A na M ktoére jest dwuliniowe i spelnia

xyv — yrv = [z,y]v

dla dowolnych z,y € Aiv € M. W literaturze uzywa sie tez termin reprezen-
tacja algebry A.

W naturalny sposob definiujemy homomorfizmy, podmoduty, sume prosta,
produkt i iloraz moduléw Liego.

Definicja. Powiemy ze modul Liego M nad A jest wolnym modutem Liego
generowanym przez zbior G C M jesli dowolne odwzorowanie i z G w modut
Liego N nad A jednoznacznie przedtuza sie do homomorfizmu nz M w N.

Mozna to zilustrowaé nastepujacym diagramem:

GLN

gdzie ¢ jest wlozeniem tozsamosciowym G w M, a przerywana strzalka oznacza
ze wymagamy istnienia i jednozancznosci odpowiedniego odwzorowania.

7Z definicji wolnego modutu Liego wynika ze jest on zdefiniowany jednoznacz-
nie z doktadnoscia do izomorfizmu. Mianowicie, gdy M7 i M5 sa dwoma réznymi
wolnymi modutami Liego generowanym przez zbiér G, to odwzorowanie inden-
tycznosciowe na G przedtuza sie do homomorfizmu n : My — My i\ : My — M;.
Na mocy jednoznaczosci przedtuzenia kompozycja n o A ktéra jest homomorfi-
zmem z My w Ms bedacym identycznoscia na G jest identycznoscia Ms. Podob-
nie A o7 jest identycznoscia M;. Czyli n i A sg izomorfizmami.

Lemat 1.1 Wolny modut Liego istnieje.

Dowdd: Rozpatrujemy zbior S klas izomorfizmu modutéow Liego N nad A mocy
ograniczonej przez moc A do potegi moc G z dodatkowym odwzorowaniem z G
w N. Niech

M= NesN

z prodktowym odwzorowaniem z G w M. Jako M bierzemy podmodut Liego w
M generowany przez obraz G. Twierdzimy ze M jest wolnym modutem Liego
generowanym przez G. Mianowicie, jesli V' jest modulem Liego nad A z odwzo-
rowaniem z G w V to rozpatrujemy podmodut 1% generowamy przez G. V ma
moc ograniczong przez moc A do potegi moc GG, a wiec jest izorficzny z pewnym
N € 5. Rzutowanie z M na skladowa daje wiec odwzorowanie z M w V. Jako
ze M jest generowany przez G to odwzorowanie jest wyznaczone jednoznacznie
przez wartosci na G. O



1.2 Iloczyn tensorowy

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, zas M i N beda R-modultami. Po-
wiemy ze modutl V jest iloczynem tensorowym modutéw M i N (co oznaczamy
piszac V = M ® N) jesli zadana jest operacja dwuliniowa ¢ z M x N w V ma-
jaca nastepujaca wlasnosé: jesli ¢ jest operacja dwuliniowa z M X N w pewien
R-modul W to istnieje dokladnie jedna operacja liniowa n z V w W taka ze

Y =nog.

Mozna to zilustrowaé diagramem

MxN-Y sw

1
¢¢ e /77
-
Vv

Zamiast ¢(m, n) zwykle piszemy m ® n.

Zauwazmy najpierw ze z definicji wyzej wynika ze jesli produkt tensorowy
istnieje to jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu. Mia-
nowicie, jesli Vi z ®; oraz Vs z ®5 sa dwoma réznymi produktami tensorowymi
to na mocy wtlasnosci definicyjnej istnieja jednyne odwzorowania liniowe 77 i 72
takie ze

m Qg n =mn1(m®n)

m®1n=mn2(mQan)

Wtedy
m @1 n = n2(n(m @1 n)).

Lecz na mocy definicji istnieje dokltadnie jedno odwzorowanie liniowe majace
wlasnosé wyzej czyli 12771 to identycznosé. Podobnie 7172 to identycznosé, czyli
V1 jest izomorficzne z V5.

Lemat 1.2 Iloczyn tensorowy istnieje.

Dowdd: Podobnie do konstrukcji wolnego modutu Liego mozemy zbudowadé
produkt klas izomorfizmu moduléw S ograniczonej mocy z odwzorowaniem dwu-
liniowym z M x N w S i wzia$¢ podmodul generowany przez obraz produktowego
odwzorowania dwuliniowego. Latwo sprawdzi¢ ze spelnia on wlasno$é¢ produktu
tensorowego. O

Uwaga: Nieco konkretniejsza konstrukcja M ® N uzywa modut wolny T' nad
R generowany przez formalne produkty m®n gdzie m € M, n € N. Nastepnie T’
dzielimy przez podmodut reprezentujacy relacje zachodace w iloczynie tensoro-
wym, tzn. (rm)@n—r(men), m(rn)—r(men), (mi1+ms)@n—m;@n—mo@n,
m® (n1 +n2) —m®n; —m e na.

Lemat 1.3 Jesli M, N, K sq R-modutami to M@ N jest izomorficzne z NQ M ,
(MRN)®K jest izomorficzne zt M@(NRK). Jesli M = M1®Ms i N = N1®No
to M @ N jest izomorficzne z (M1 @ N)® (Ma®@ N) i M @ N jest izomorficzne
z (M ® Ni) @ (M ® Ny).



Dowdd. Wynika to uzywajac wlasnosé definicyjng. O

Lemat 1.4 Jesli M = &, M, to M ® N jest izomorficzny z ®o(My @ N). Jesli
N = ®oN, to M @ N jest izomorficzny z @ (M & Ng,).

Lemat 1.5 M ® R jest izomorficzne z M. Podobnie R® M jest izomorficzne z
M.

Podobnie jak poprzednio sa to tatwe wnioski z wlasnosci definicyjnej.

Lemat 1.6 Jesli M jest modutem wolnym z bazg {eq} zas N jest modutem
wolnym z bazq {fz} to M @ N jest modutem wolnym z bazqg {eq @ fg}

Dowdd: jest to bezposredni wniosek z poprzednich lematow. O

Whiosek: Jesli R to ciato to dim(M ® N) = dim(M) dim(N).

Przyktad: Jesli R = Z, za$ p i q to wzglednie pierwsze liczby catkowite do-
datnie to R/(pR) ® R/(¢R) to modul zerowy. Mianowicie skoro p i ¢ sa wzgled-
nie pierwsze to istniejg liczby catkowite a i b takie ze 1 = ap + bq. Teraz dla
u®v € R/(pR) ® R/(gR) mamy

w® v = (ap +bg)(u ® v) = ap(u ® v) + bg(u @ v)

= a(pu®v) + blu ® qu).

Lecz pu = 0w R/(pR) i qv = 0 w R/(qR) czyli powyzszy element to 0. Jako
ze elementy postaci u ® v generuja R/(pR) ® R/(qR) to produkt tensorowy jest
ZETOWY.

Lemat 1.7 Jesli dla + = 1,2 M;, N; s¢ R-modutami, zas ¢; : M; — N; sq
homomorfizmami to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : (M1 ® Ms) —
(N1 ® Na) taki ze

P(m1 @ ma) = ¢1(m1) @ g2(m2)

Dowod: ¢1(m1) ® ¢2(ms2) jest odwzorowaniem dwuliniowym z My X My w
N1 ® Ny a wiec ¢ istnieje i jest jednoznaczne z wlasnosci definicyjnej iloczynu
tensorowego M ® Ms. O

W dalszym ciagu odwzorowanie ¢ wyzej bedziemy oznaczaé przez ¢; ® ¢o.

1.3 Rozszerzanie skalarow

Istotna konstrukcja jest rozszerzanie skalaréw. Mianowicie dla pierécienia S
"rozszerzajacego" R i algebry Liego A nad R piszemy

As=S®grA

Ag ma strukture S moduhu, wiec jest algebra Liego nad S.



Uwaga: stowo "rozszerzajacego" napisalismy w cudzystowach, bo konstrukcja
wymaga tylko by mie¢ homomorfizm z R w .S, wtedy S jest R modutem i produkt
tensorowy da nam R-modul. Homomorfizm jest potrzebny by mnozenie przez
elemeny S zgadzalo sie z mnozenim przez elementy R. Waznym przyktadem
jest S = Z, (cialo reszt modulo p) i R = Z. Ogdlniej, dla kazdego pierscienia
(z jedynka) S mamy naturalny homomorfizm z Z w S, co pozwala budowaé
algebry nad dowolnymi pier§cieniami z algebr nad Z.

Jesli A i B sa algebrami Liego nad R, zas h : A — B jest homomorfizmem,
to hg = idg @ g h jest homomorfizmem algebr Liego. Przy tym (goh)s = gsohs.

Zauwazmy ze algebre Ag mozna tez traktowaé jako algebre Liego nad R.
Elementy postaci 1 ® a dla a € A tworza podalgebre nad R bedaca homomor-
ficznym obrazem A.

Lemat 1.8 Jesli I jest podalgebrg w A to Is obraz Is w Ag jest podalgebrg w
Ag. Jesli I jest ideatem to obraz Ig jest ideatem w Ag.

Lemat 1.9 Zaktadamy ze S jest modutem wolnym nad R (np. R jest ciatem).
Jesli I jest podalgebrg w A to Is wktada sie réznowartosciowo w Ag. Pondto
algebra A jest rozwigzalna (nilpotentna) wtedy i tylko wtedy gdy Ag jest rozwig-
zalna (nilpotentna,).

Dowdd: Gdy S jest modutem wolnym nad R z baza e; to jako R modut
S = ®d®e; R

czyli
S®A=0i(e;R®A)

i dowolny podmodut A wklada sie réznowartosciowo w S ® A.
Gdy
Ag = A,

Aipr = [Ai, Ai
jest ciaggiem podalgebr z definicji rozwiazalnosci, to
(As)i = (Ai)s

czyli Ax, = {0} implikuje (Ag)r = 0. Jesli S jest modutem wolnym nad R to Ay
wklada si¢ roznowartosciowo w (Ag)g, czyli (As)r = {0} implikuje Ay = {0}.
Identyczny argument dziata w przypadku nilpotentnosci. O

1.4 Algebra tensorowa

Niech M bedzie R-modulem. Oznaczmy przez
M*F=MM®- @M

k-krotny produkt tensorowy M z soba. Méwimy wtedy o potedze tensorowej.
Przyjmujemy ze M®° = R.
Niech
T(M) = @32 M®*



Z definicji T(M) jest R modutem. Na T'(M) mozemy wprowadzi¢ mnozenie
definiujac mnozenie z M®F x M® w M®*+! wzorem

(M @..mg)- (M. =M1 ..M AN X ...Ny.

To mnozenie rozszerzamy dwuliniowo do mnozenia na T'(M). Latwo sprawdzié
ze to mnozenie jest taczne. A wiec T (M) jest pierscieniem (zwykle nieprzemien-
nym) i algebra laczna nad R.

Lemat 1.10 Dowolny homomorfizm b modutéw z M w algebre tgczng S nad
R jednoznacznie rozszerza sie do homomorfizmu n algebr z T(M) w S.

Dowdd: Bierzemy
n(mi ®...my) = ¢(ma)...o(my)

Na k krotnym producie M jest to odwzorowanie k liniowe, wiec ma jednoznaczne
przedutuzenie na M®¥, co przez liniowoéé daje n na catym T'(M). Widaé ze jest
to jedyna mozliwa definicja, co daje jednoznacznosé n. Z definicji jest to homo-
morfizm R-moduléw. Latwo sprawdzié ze iloczym tensoréw prostych przechodzi
na iloczyn, co oznacza ze 7 jest homomorfizmem pierscieni. O

Mozna to zilustrowaé nastepujacym diagramem:

M—Y g

gdzie ¢ jest wlozeniem tozsamosciowym M w T'(M).

1.5 Uniwersalna algebra obwiednia

Niech A bedzie algebra Liego. Powiemy ze algebra laczna U(A) z odwzoro-
waniem ¢ : A — U(A) ktore jest homomorfizmem algebr Liego z A w U(A)
potraktowane jako algebra Liego z komutatorem jako nawiasem Liego, jest uni-
wersalng algebra obwiednig dla A jesli dla dowolnego homomorfizmu ¢ z A w
algebre taczna S traktowansg jako algebra Liego z komutatorem jako nawiasem
Liego istnieje homomorfizmm algebr tacznych n z U(A) w S taki ze ¥ = no..
Jak poprzednio, bezposrednio z definicji wynika ze U(A) o ile istnieje to jest
wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu.
Mozna to zilustrowaé diagramem

S .

A P

7
L Ve i
L7
)

U(A

Lemat 1.11 Uniwersalna algebra obwiednia U(A) istnieje.



Dowad: Dzialta ogdlna konstrukcja przez podobiekt produktu. (I

Uwaga: Mamy U(A) = T(A)/I gdzie I to ideal w T(A) generowany przez
elementy postaci t®y—y®xz—[z, y|. To daje nieco bardziej konkretna konstrukeje
U(A).

Lemat 1.12 Mamy naturalng 1-1 odpowiedniosé miedzy modutami Liego nad
A i modutami nad U(A). Przy tym wolnym modutom Liego nad A odpowiadajq
moduty wolne nad U(A).

Uwaga: powyzszy lemat oznacza ze opisanie struktury wolnych modulow
Liego jest rownowazne opisaniu struktury U(A).

Lemat 1.13 Jesli A jest modutem wolnym nad R z liniowo uporzqdkowang bazg
E, zas G jest zbiorem to istnieje modut Liego M generowany przez G ktdry jest
modutem wolnym nad R z bazq

€1€2...€kg

gdzie e1, e, . .. e przebiega wszystkie ciqggi skoniczone elementow E takie ze e <
eo < --- < e zas g przebiega elementy G.

Dowdd: W ramach sformulowania lematu podaliSmy baze M, co jednoznacz-
nie wyznacza strukture M jako modulu nad R (w tym miejscu traktujemy
er1es ... exg jako symbole, ale dalej dziatanie zdefiniujemy tak ze bedzie to efekt
dzialania na g). Trzeba jeszcze zadaé¢ dzialanie A na M (i sprawdzi¢ ze M fak-
tycznie jest modutem Liego). Dzialanie wystarczy zdefiniowaé na elementach
bazy A i M. Dla elementéw bazy M wielkos¢ k nazywamy rzedem elementu.
Definicje robimy indukcyjnie z wzgledu na rzad k. Przy tym dodatkowo po-
kazemy ze dla e; < ez < --- < e i dowolnej permutacji « zbioru {1,...,k}
mamy
6a(1)ea(2) . ea(k)g = €1€3...€kg

modulo elementy rzedu mniejszego niz k.
Dla k£ = 0 nie mamy wyboru, po prostu bierzemy
eg.

Zakltadajac ze jest zdefiniowane dzialanie A na elementach bazy M az do k — 1
chcemy zdefininiowaé
h-eies...erg.

Jedli h < ey to bierzemy
heies...erg

(jest to element bazowy). W przeciwnym razie, bierzemy
[h,eilea...exg+er-(h-ea...erg).

Pierwszy sktadnik to mnozenie elementu z mniejszym rzedem przez element A,
co juz byto zdefiniowane. Podobnie, produkt z nawiasach w drugim sktadniku
ma mniejszy rzad, wiec ten produkt jest dobrze zdefiniowany, przy tym jest to

€l ---€1,9



gdzie e, ..., ey, jest uporzadkowana permutacja h,es,...,e; plus czlony niz-
szego rzedu. A wiec e; < e, czyli produkt z e; sprowadza sie do juz zdefinio-
wanych przypadkow.

Zauwazmy teraz ze nasza definicja ma wtasnos¢ podana wyzej: produkt
ey ...erg daje nam produkt uporzadkowanch elementéw bazy plus czlony niz-
szego rzedu.

Jako ze dziatanie definiowaliémy na bazach to jest ono automatycznie dwuli-
niowe. A wiec pozostaje sprawdzi¢ zachowanie komutatora. Rozwazmy elementy
fih zbazy A oraz element

w = e1€2...€g

z bazy M. Bez utraty ogolnosci mozemy zakladaé¢ ze f < h (przypadek f = h
jest trywialny, zas f > h sprowadza si¢ do powyzszego).

Musimy rozpatrze¢ dwa przypadki: f < e; (lub k = 0) i e; < f. Piszemy
w = ejw; gdzie w; jest zdefininiowane przez ta réwnosé. Jesli f < e to fw jest
elementem bazy. Podobnie gdy w = g (to znaczy k = 0). Czyli

hfw = f(hw) + [h, flw.

A wiec
fhw —hfw = fhw — fhw — [h, flw = [f, h]lw

co daje tozsamosé dla komutatora w tym przypadku.
W przeciwnym przypadku rozpatrujemy

[f, hlerwr = [[f, h], er1]wr + ex[f, hJwy

gdzie rownosé wynika z zalozenia indukcyjnego. Zauwazmy ze mamy réwnosci
le1, flhwr = e1 fhwy — ferhwy,

[61, h]fw1 = elhfwl — helfwl.

Mianowicie, z wlasnosci dziatania hw; to suma elementu rzedu k gdzie piewszy
czynnik jest wigkszy lub réwny e; i elementéw nizszego rzedu. Dla elementéw
nizszego rzedu réwno$¢ mamy z zalozenia indukcyjnego. Dla cztonu rzedu k
pierwszy czynnik wickszy lub réwny e; oznacza ze jesteSmy w juz udowodnionym
przypadku. Podobnie pokazujemy druga ré6wnosé.

Na mocy tozsamosci Jakobiego

[[fv h]’ 61] = _[615 [f7 h” = _[[617 fL h] - [fa [61’ hH
= [h’ [617 fH - [f’ [61, h”
A wiec z zalozenia inducyjnego
[[f: k], edJwr = [k, [eq, fllwr — [, [er, hlJw:

= hley, flwy — [e1, flhwy — fler, hlwy + [e1, k] fw;.

Czlony [eq, flwy i [e1, hJwy rozpisujemy z zatozenia indukcyjnego, pozostate dwa
z weze$niej uzasadnionych réwnosci otrzymujac

[[f, B, e1]wr



= helfwl — hfelwl — elfhwl + felhwl — felhwl + fhelwl + elhfwl - helfwl
= fhelwl — hf61w1 — €1fh’LU1 + €1hf’w1

Razem
[f, hlerwr = [[f, h], e1]wr + ex[f, hlw:

= fh61w1 — hfelwl — elfhwl + elhfwl + €1fhw1 — €1hf’u}1
= ghejwy — hgeiws

gdzie rozpisalismy [f, h|w; z zalozenia indukcyjnego. A wiec rowniez w obecnym
przypadku otrzymalismy réwnosé dla komutatora

[f, hlw = fhw — hfw.

(]
Lemat 1.14 Modut M z poprzedniego lematu jest wolnym modutem Liego.
Dowdd: Zauwazmy najpierw ze elementy postaci
€1€2...€g
ze < e < --- < ek, e, € F generuja wolny modul Liego W. Mianowicie,

jest oczywiste ze dowolne (nieuporzadkowane) podukty jak wyzej generuja W.
Ale oznaczajac przez Wi podmodul nad R generowany przez produkty dlugosci
mniejszej lub réwnej k wida¢ ze Wj,_1 C Wy, i ze modulo Wi, _1 mozemy zmieniaé¢
kolejno$é czynnkdéw. Czyli réwniez uporzadkowane produkty generuja Wy. Jako
ze W jest suma W daje wynik o generowaniu.

Rozwazny teraz odwzorowanie z wolnego modutu Liego w modul M ktoére
jest tozsamo$cia na G. Generatory W podane wyzej przechodza na elementy
linowo niezalezne w M. A wiec generatory wyzej musza by¢ liniowo niezalezne
w W, czyli sa baza i W jest modutem wolnym nad R. Ale to oznacza ze homo-
morfizm z W w M przeprowadza baze na baze, czyli jest izomorfizmem. A wiec
M jest wolnym modutem Liego. O

Lemat 1.15 (twierdzenie Poincarego-Birkhoffa- Witta) Niech A bedzie algebrg
Liego ktora jest modutem wolnym nad R z lintowo uporzqdkowang bazg . Wiedy
U(A) jest modutem wolnym nad R, wtozenie v z A wU(A) jest réznowartosciowe
i elementy

€1€2...€L

stanowiq baze U(A). Powyzej e; € i(E), e1 < ea < -+ < ¢ za$ na (E)

rozpatrujemy porzqdek przetransportowany przez v z E.

Dowdd: Wolny modul Liego M nad A z jednym generatorem jest naturalnie
izomorficzny z modutem wolnym nad U(A) z jednym generatorem ktory z kolei
jest izomorficzny z U(A). Przy tym element

ei1es...ex9 € M



odpowiada
tler)(es) ... tlex) € U(A).

A wiec skoro mamy izomorfizm to produkty i(ey)...i(ex) sa baza U(A). W
szczegblnosci ¢ jest roznowartodciowe. O



