§ 2. Adele, idele, dywizory

2.1. OkreSlenie pierécienia adeli i grupy ideli. W niniejszym paragrafie wprowadzi-
my duza ilo§¢ nowych pojgé, ktére ulatwia badanie rodzin norm: 'spclniajqcych
wzor iloczynowy. Bedziemy wiec stale zakladali, ze & jest prawie skonczonq ro-
dzing norm okre§lonych w ciele K spelniajaca wzor iloczynowy.

Niech X,, bedzie uzupelnieniem ciata K wzglgdem normy ¢ € &. Element (@) e

iloczynu karteZJansklego [1K, spetniajacy warunek
ped

Istnicje tylko skonczona liczba norm ¢ € ¢ takich, Zze ¢ (a,) > 1, - T
- nazywamy adelem(*) ciala K. Bedziemy go zapisywali krécej jako (a,), jezeli skad-

inad wiadomo, jaka rodzing norm @ rozwazamy. Elerrent a,ek, nazywamy wspol-
rzednq adela (a,) odpowiadajgca normie ¢.

*) adéle jest skrotem francuskich stow: adjoint élément. .



Poniewaz do @ nalezy tylko skoficzona liczba norm archimedesowych, wiec
zbiér wszystkich adeli ciala K jest pierScieniem ze wzgledu na dodawanie i mno-
Zenie odpowiednich wspolrzednych. Nazywamy go pierscieniem adeli ciala K i oz-
naczamy przez Ag.

Niech a € K. Poniewaz rodzina norm @ jest prawie skoficzona, wigc przyjmu-
jac a, = a dla kazdego ¢ € ¢ otrzymamy pewien adel (a,). Wszystkie jego wspot-
rz¢dne si réwne. Taki adel nazywamy giéwnym. Adele gtéwne ciala K tworza pod-
pierscien pierScienia Ay izomorficzny z K. W dalszym ciagu bedziemy utozsamiali
cialo K z pierscieniem adeli gtéwnych ciala K identyfikujac element a € K z adelem,
ktérego wszystkie wspotrzedne sg réwne a.

Kazdy element-odwracalny pierScienia Ay nazywamy idelem(} ) ciala K. Tak wigc

idelem jest kazdy element (@,)pe0 iloczynu kartezjanskiego [] K spelniajacy waru-
. ged
nek:

Istnieje tylko skox'lczoné liczba norm ¢ € @ takich, ze ¢ (a,) # 1.

Zbior wszystkich ideli ciala K jest grupa ze wzgledu na mnozenie odpowiednich
wspdtrzgdnych. Nazywamy ja grupq ideli ciala K i oznaczamy przez Ji. Oczywiscie
kazdy adel gléwny rozny od zera jest idelem. Nazywamy go idelem gléwnym. Idele
ghéwne ciala X tworza podgrupe grupy Ji izomorficzna z K*. Grupe ideli gtéwnych
bedziemy wigc utozsamiali z grupa K* Grupe ilorazowa Ji/K* nazywamy gru-
pa klas ideli ciala K.

Niech a = (a,) € Jx. Zbior

T(a) = {(bq,).e Ax @ (b,) < ¢ (a,) dla kazdego ¢ € 9}

nazywamy kostkq wyznaczonq przez idel a. Dokladniej méwiac, kostka T (a) jest

wyznaczona nie tyle przez idel a, ile przez ukiad liczb rzeczywistych d odatnich

¢ (a,), z ktérych prawie wszystkie s3 rowne 1, odpowiadajacych idelowi a.
Objetosciq kostki T (a) (albo objetosciq idela) nazywamy liczbe V (a) = [] ¢(a,):

PE
Jest to liczba rzeczywista dodatnia. Poniewaz rodzina norm ‘@ spelnia wzor iloczy-
nowy, wiec dla kazdego idela gldwnego a mamy V (4) =

Jezeli a, b e Jy, to

V(ab) = []o(a,b,) =[] (a,) H(p (b,) = V(a) v (®).
P g
Zatem funkcja V' : Jg — R* jest homomorfizmem grupy ideli ciala K w grupe
multyplikatywna liczb rzeczywistych dodatnich. Jak zauwaiyliémy wyzej, grupa
ideli gléwnych jest zawarta w jadrze tego homomorfizmu. Jadro homomorfizmu ¥,
ktoére oznaczamy przez J}, sklada si¢ z ideli o objetosci 1. Idele takie nazywamy
Jednostkowymi. Mamy wigc K* < JZ. ’

(%) idéle jest skrotem. francuskich stéw idéal élément.



Zbior adeli gtéwnych nalezacych do kostki 7' (a) oznaczamy przez L (a). Jezeli
w rodzinie norm & zastapimy kazda norme przez norme¢ réwnowazna tak, by nadal
zachodzit wzor iloczynowy, to liczba V (a) na ogdt ulegnie zmianie. Natomiast zbio-
1y T(a) i L (a) pozostana te same.

Zadania

1. Niech @ bedzie rodzina wszystkich norm kanonicznych okreslonych w ciele 0.

a) .Czy kazdy idel jednostkowy jest gléwny, tzn. czy JQ1 = Q*?

b) Czy (Jé:Q*)<do? ‘

2. Znalez¢ wszystkie adele glowne ciala Q nalezace de kostki T'(1). Czy. dla dowolnego
ae Jg zbior L(a) = Q N T (a) jest skoriczony? )

2.2. Dywizory, klasy dywizoréw. Niech & bedzie prawie skoficzong rodzing norm
okreSlonych w ciele K spehiajaca wzér iloczynowy i niech S bedzie skonczonym
zbiorem norm nalezacych do @. Niech Iy s bedzie zbiorem tych elementéw (a¢)¢¢S'

iloczynu kartezjasskiego Te (K:), ktére maja tylko skoriczong liczbe wspotrze-
QEP\ S
dnych o, réznych od jedynki. Elementy takie nazywamy S-dywizorami ciala K.

Oczywiscie Iy s jest grupa ze wzgledu na mnozenie odpowiednich wspotrzednych.
Odwzorowanie : ’

;"S : JK - IK,S

okreslone wzorem As((@)pea) = (@ (@) )peons jest homomorfizmem przeksztalca-
Jacym grupe ideli na grupe S-dywizoréw ciala K. Jezeli S jest zbiorem wszystkich -
norm archimedesowych nalezacych do & ( w szczegdlnosci S jest zbiorem pustym,
jezeli do & nie nalezy zadna norma archimedesowa), to S-dywizory nazywamy po
prostu dywizorami, a grupe Iy g oznaczamy przez Iy.

Poniewaz K* < Jg, wigc Ag(K*) = Jgs. Elementy zbioru As(K*) nazywamy
S-dywizorami gléwnymi (w szczegdlnosei — dywizorami glownymi, jezeli S jest zbio-
rem norm archimedesowych nalezacych do ). Grupe S-dywizoréw gléwnych (dy-
wizoréw gtéwnych) oznaczamy przez Py s (odpowiednio — przez Pg).’

Grupe Clg s = Iy s/Px s nazywamy grupg klas S-dywizoréw (W szczegblnosci
grupe Cly = Iy/Py nazywamy grupq klas dywizoréw). Jadro homomorfizmu Ag
K* — Py s bedacego ograniczeniem homomorfizmu As nazywamy grupq S-jednosci
cieta K i oznaczamy przez Uy 5. W szczegSlnosci, gdy S jest zbiorem norm archime-
desowych nalezacych do &, to grupe te hazywamy po prostu grupq jednosci ciala K
1 oznaczamy przez Uy. : ' :

Mamy wi¢c Ux s = {ae K* : ¢ (@) = 1 dlakazdejnormy ¢ € &\ S}. Zpowyz-
szych rozwazaf otrzymujemy nastgpujacy diagram przemienny, w ktérym wiersze
i kolumny s3 dokiadne (%):

(*) Ciag homomorfizméw nazywamy dokladnym, jezeli obraz kazdego homomorfizmu jest
réwny jadru homomorfizmu nastepnego. ‘
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Poniewaz K* ¢ J} < Jy, wigc z diagramu (1) otrzymujemy nastepujacy diagram
przemienny o dokladnych wierszach i kolumnach:
1
v
’ UK,S
v
@ - 1= K* > JL 5 JHKR* > 1
Ja s ya’
1 —>PKS—->IKS—,7C1° -1
¥
i 1 1

gdzie Ig ¢ = A(Jy) oraz Cl§ s = I /Py 5. Sa to podgrupy grup I 5 i Clg s odpo-
wiednio. W pewnych przypadkach mamy If ¢ = I s i wobec tego CI§ ¢ = Cly s.
Méwi o tym nastepujacy '
LeEMAT 1. Jezeli zbidr S zawiera norme Y spelniajacq warunek:
¥ (K:) op (K:) dla kazdej normy ¢ e ®\ S,

to 1% s = Igs.

Dowéd. Niech o« = (0,),¢s € Ix,s. Wtedy dla kazdej normy ¢ ¢ § IStl‘lleC taki
element a, € K ¢ o, = ¢ (a, ) Z zatozenia wynika wigc, Ze a, e (K Ydlag ¢ S,
tzn. a, —lﬁ(C,p), gd21e Cyp eK Przy tym, jezeli «, == 1, to przyjmujemy c, = 1.
Okreslamy idel b = (bq,)q,eq, € JK, jak nastepuje:

Ia dla ¢¢s§,

I1e! dla ¢ =1,

¢S

llz dla o#Y,peS.

Maﬁy
v®) =To 6 = [Io @) ¥ ([16") = [l @ ) =1
) o o¢S ¢S @¢S

T

Zatem b e JL. Ponadto As(b) = «. W



