3.3. Lemat Goursata

Jak juz poprzednio wspominali$my, funkcje holomorficzne réznig sig zasadni-
czo swymi wlasnoSciami od funkcji rézniczkowalnych rzeczywistych zmiennej
rzeczywistej, mimo formalnie identycznych definicji. Wyprowadzenie wielu waznych
wlasnoséci funkcji holomorficznych jest badZ bardzo trudne, badz tez wrecz niemo-
sliwe bez catkowania w dziedzinie zespolonej. Punktem wyjscia w dowodach tych
wlasnoéci jest tzw. twierdzenie catkowe Cauchy’ego, ktére moéwi, 2e catka
krzywoliniowa z funkcji /" holomorficznej w obszarze D po krzywej zamknigte] leza-
cej w D i stosownie dobranej, jest réwna zeru. Brak odpowiednika tego twier-
dzenia dla funkcji rzeczywistych pociaga za soba specyficzng odmienno$¢ teorii
funkoiji analitycznych od teorii funkcji rzeczywistych rézniczkowalnych.

Najprostsza wersja twierdzenia Cauchy’ego jest tzw. lemat Goursata, czyli
twierdzenie Cauchy’ego dla tréjkata. Tréjkatem o wierzcholkach zy, z,, 23 nazywaé
bedziemy zbidr

T = {my z,+m, zo+ms 25t my+my+my = 1;m; =0 dla i=1,2,3}

Liczby m; nazywamy wspélrzednymi barycentrycznymi punktu zy = my z;+my 2o+
+mj z5; nazwa pochodzi stad, Ze punkt z, jest érodkiem cigzkosci ukladu mas m;
umieszczonych w punktach z;. Zakladamy, Ze trojkat 77 jest niezdegenerowany, tzn.
ze punkty z;, i = 1,2, 3, nie leza na jednej prostej. Przez 0T ozmaczymy zoriento-
wana krzywa Jordana bedgca brzegiem 7, tj. lamang o wierzcholkach z; zoriento-
wang dodatnio: pole wersoréw stycznych s na lamanej obieramy tak, Ze uklad
wersoréow (s, 1), gdzie n jest pormalng wewnetrzna, przejdzie po stosowym obro-
cie i przesunigciu w uklad wersoréw bazowych: ([0; 13, [0;/D-

LEMAT 3.1 (GOURSATA DLA TROJKATA)

Jezeli f jest funkcjq holomorficzng w obszarze D i jezeli tréjkqt T zawiera sie
w D, to

a i[ f2)dz =0 3.7)
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3.3. LEMAT GOURSATA

Dowdéd. WprowadZmy nastgpujace oznaczenie: dla tréjkata T < D przyj-
mujemy

1@ = J£@) i

Trojkat dany 7" dzielimy na cztery tréjkaty przystajace 7, powstale przez przepo-
towienie bokéw trdjkata T (rys. 17). Zachodzi wéwezas réwnodé

J(T) = i J(TD)
a wigc
V(T < Z 17 (T®)]
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Rys. 17

Oznaczmy przez T ten tréjkat T, dla ktérego catka J (7)) ma najwigksza
warto$¢ bezwzgledna. Mamy wige |J (T)] <4 |J (T)l. W analogiczny sposéb, dzie-
lgc tréjkat T na cztery tréjkaty przystajace, otrzymujemy, tréjkat T,; postepujac
tak dalej w analogiczny sposéb otrzymujemy ciag (7,) tréjkatéw. taki, ze

ToTli o2, 2.1, 2T >..
oraz
V(DI <4V (T S AP (T) < oo KA (T < n
Jak wiadomo z elementéw topologii [3.3], ciag malejacy zbioréw domknietych
W przestrzeni metrycznej zupeinej, o érednicach dazacych do zera, ma kdok{adnie
jeden punkt wspdlny; jest to tw. Cantora o iloczynie ciggu malejacego (zstgpujacego)
zbioréw. Zatem

A T={zw}ecT

n=1



3. TWIERDZENIE CALKOWE CAUCHY’EGO I JEGO KONSEKWENCIJE

Niech teraz ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Poniewaz f'(z,) istnieje, wiec
mozemy tak dobra¢ ¢ > 0, Ze

(@) = f(z0)+(z—20) f'(z0) +¢ (2) (z—z0)
gdzie |¢ (2)] < ¢ w kole K (zy; 6).
Obierzmy nastepnie ne N tak duze, e T, < K(z;; 9).

Wowcezas

J(T) = aqf.f(z) dz = 67_!‘ [f(zo)+(z~—zo)f’(zo)+£ (2)(z—2z0)] dz =

_ Je(@) (z~z0) dz
aTn
gdyz catka z funkcji liniowej z — A+ Bz po krzywej zamknigtej 07, znika na mocy
tw. 3.1; por. takze éw. 6. Niech teraz L, = 1(3T,), D, = dia T, oraz L = 1(3T),
D = dia T, gdzie dia T = sup {|z;—zl: z;, z, € T}. Mamy L, = 27"L, D, = 27"D,
a wiec
IJ (T < max Je (2)] |z—20| 1(0T;) < &D, L, = 47"DLe
zeT,

Stad |/ ()] < 4" J (Tl < DLe,awigeJ (T) = 0 wobec dowolnosci &. QFED

7 lematu Goursata dla tréjkata wynika natychmiast lemat Goursata dla pro-
stokata: jezeli f jest funkcjq homolorficzng w obszarze D i jeieli prostokqt R =
= [a; 6] x[e;d] = D, to

afR f(x)dz =0 (.8)

Dla dowodu wystarczy podzielié prostokat R przekatng na dwa trdjkaty T, ,T,
i zauwazy¢, Ze

aff(z) dz = aJ‘f(z) dz+ a%f'f(z) dz =0

Lemat Goursata dla pfostokqta mozna uogdinié, zakladajac istnienie w obszarze D
skonczonej ilosci punktéw wyjatkowych a; takich, ze
Hm (Z"'ak)f(Z) = 0 (3‘9)

>ay

podczas gdy w punktach g, funkcja f nie jest okreSlona. Mamy bowiem

LEMAT 3.2. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze D \{ay, ..., a,} i jezeli
réwnodé (3.9) zachodzi dlak =1, ..., n, to dla kazdego prostokqta R < D o bokach
réwnoleglych do osi ukladu i nie zawierajqcych Zadnego z punkiéw a, mamy réw-
nosé¢ (3.8).
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Dow6d. Wystarczy rozwazaé jeden punkt wyjatkowy @, bo R mozna zawsze
podzieli¢ na mniejsze prostokaty, z ktérych kazdy zawiera co najwyzej jeden punkt a,
wewngtrz, Niech R, bedzie kwadratem o §rodku « i boku tak malym, ze

£
If(Z)I < —IZ—:(;T dla zZ€ ero
Mamy wigc (por. rys. 18)
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Rys. 18

]af f(2) dz |=| aff(z) dz| <o max |z—a|"1I(0R,) < 8

i z dowolnosci ¢ > 0 wynika, ze [f@dz=0. QED
R



