A. Jak juz wspominali§my w podrozdziale 1.3 — wzér

(1-19) — jednostronne
przeksztalcenie Laplace’a jest okreélone zaleZnofcia :

[+4)

F) = 21/ =\ e firyar : (3-1)

[

ktora funkcji f(r) zmiennej rzeczywistej t przyporzadkowuje jej PL-transformate

S(s), bedaca funkcja zmiennej zespolonej § = x-+jy; zmienna s odgrywa przy catko-
waniu rolg parametru, : : .

Calke wystepujaca we wzorze (3-1) bedziemy nazywaé calkq Laplace’a
funkcji AP).

TWIERDZENIE 3-2. Jesli calka Laplace'a funkeji f(t) jest zbiezna w punkcie sq =

= Xo+i¥y,t0 jest ona zbiezna we wszystkich punktach s = x-+jy takich, ze Re s =.



Dowdd. Wprowadizmy funkcje pomocnicza

! A
(1) = {e=sor f(r)dv (3-5)
]

ktéra jest ciagla w przedziale [0, +00); ma ona przy tym granice dla ¢ — + o0, albowiem

lim @)= S e~so? f(7)dr
Firde 0O o

{calka ta z zaloZenia istnieje), a zatem jest takie w przedziale [0, - co) ograniczona, tzn. o) < M.
Rozpatrrmy teraz catke
T
{ e=stfe)de
0 .
ktora przez catkowanie przez czqs’ci mozna nastgpujaco przeksztalcié i uvzaleznié od e(r)
T
S e~st f1)ds = S g~ {s—50)t =50t f(t)dt = e~(s5-S0)t (,)IT
0

T T
+('s~so)§ e=(s=50) g(1)ds = e~(s-s0)T ¢(T)+(S—So)§ e~ (s—s0)t g(t)ds

Wykazenty teraz, Ze dla Re(s—so) > 0 (1j, dla x > xo) Istnieje granica prawej strony tej row-
nofci dla T'— +0, a tym samym, 7e istnigje takze granica lewej strony, tj. catka Laplace’a
funkcji f(+). Poniewaz dla Re (s—so) > 0 mamy

Tim e~¢—5)T@(T) =0
T+

wystarczy wiec wykazaé zbieznosé calki
@
§ e (s—s0)t p(z)dr

Calka ta jest istotnie zbiezna i to bezwzglednie, funkcja podca{kowa da si¢ bowiem nastepujaco
oszacowaé dla x > x,
e (=800 (2] = e~ (o) [p(1)] < M~ (x-sat
a wiec .
M
X=Xa

© : w0
S le=(s=so) ()} dt < M | e=(x-%o)tdt =
0 : 0 ’

Wykazalismy zatem, Ze catka Laplace’a funkdji £(¢) jest zbiesna dla Res > Reso, przy czym
da si¢ ona w tym obszarze prrzedstawié w postaci
® .
fG) = { e=stf(t)de = (s—s0) S e s~So)‘w(t‘)dt (3-6)
0
Dalsze rozumowanie przebiega analogicznie, jak dla zbieinosci bezwzglednej.
Dia dowolnej funkcji f(r) musi zaj§é jeden z nastepujacych trzech przypadkdw:
1. calka Laplace’a jest w kazdym punkcie s zbiezna;
2. calka Laplace’a jest w kazdym punkcie s rozbiezna;
3. istnieja takie punkty, w ktérych catka Laplace’a jest zbiezna i istnieja takie
punkty, w ktérych catka Laplace’a jest rozbieina.



3.1.6. WARUNKI WYSTARCZAJACE ISTNIENIA TRANSFORMATY

AL W wielu zagadnieniach rachunku operatorowego doniosle znaczenie maja tzw,
Junkcje typu wykiadmczego okreslone nastgpujaco.

Funkcje f(¢) okre$lona (prawie wszgdzie) dla ¢ > 01 catkowalna w kazdyrm prze-
dziale [0, T}, T > 0, nazywamy Junkcjq typu kaladrzzczego jesli istnieja takie liczby
rzeczywiste i M > 0,2ze dlaz > 0

[F()] < Me? (3-249)
Z nieréwnosci (3-24) wynika, Ze wykres’funkcji S typu wyktadniczego jest
zawarty migdzy wykresami funkcji Me? i — Me® (rys. 3-4).

Jesdli funkcja f(z) spelnia nieréwnosé (3 24) dla Mip = oy, to spelnia ja oczywiscie
takze dla Mip = g, > g,.
. W szezegdlnoded, jesli nieréwno$é (3-24) jest spelniona dla p =0, to funkcja
J(2) jest dla £ > 0 ograniczona.

TWIERDZENIE 3-3. Funkcje typu wykz’adniczego sq bezwzglednie transformowalne.
Dowod. Jesti£(¢) jest funkcja typu wyktadniczego, to dla ¢ = 0 stuszne jest nastepujace osza-
cowanie
le=stf(t)] = e=%t|f(t)] < Me-(x-o)t
a poniewaz dla x > p istnicje catka
0

S e"(":"g)rdj‘ =
0 x—e
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Rys. 3-4. Wykres Tunkeji typu wykladniczego (o > 0)

a wiee calka Laplace’a funkeji f(z) jest dla x > ¢ bezwzglednie zbieZna i przy tym
M
. x—-e
Z twierdzenia 3-3 wynika, ze warunki okredlajace funkcje typu wykladniczego
sgq warunkami wystarczajacymi iransformowalnosci funkcji. Nie sa one jednak
warunkami koniecznymi, istnieja bowiem funkeje transformowalne, ktére nie spet-
niaia nierdwnosdci (3-24) (nor. cze$é B. przvkiad 4.

]S é“"*‘f(t)dti‘ S 3e‘~5’f(t)} (3-25)
) -



TRANSFORMATY NIEKTORYCH FUN KCri
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