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Analiza przezycia jest jednym z dziatéw statystyki matematycznej, w ktérej
gtéwnym celem jest badanie nieujemnej zmiennej losowej opisujacej czas do
pewnego okreslonego zdarzenia. Zdarzenia te s3 inne dla réznych dziedzin
nauki. W medycynie czesto interesujacy jest czas nawrotu choroby czy
$mierci pacjenta. Dla przemystu waznym moze by¢ czas do awarii sprzetu.
Ekonomistéw ciekawi¢ moze okres, ktéry mija nim osoba bezrobotna
znajdzie zatrudnienie.
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@ Specjalny typ danych ciagtych - czas do okreslonego zdarzenia
o Nazewnictwo:

© Analiza przezycia (medycyna)

@ Analiza niezawodnosci (przemyst)

© Analiza historii zdarzen (demografia)

@ Analiza trwania (ekonomia i nauki spoteczne)

@ Dodatkowa wtasnos¢ danych - cenzura obserwacji
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Podstawowe zatozenia

Bedziemy zakfada¢, ze obserwujemy zmienng losowa X o rozktadzie z
dystrybuanta F taka, ze

e F(0)=0,

@ F jest ciagta i rézniczkowalna oraz F'(t) = f(t).
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Funkcje przezycia

Funkcje o réwnaniu
S(t)y=1—-F(t), t>0

nazywa¢ bedziemy funkcja przezycia. Opisuje ona prawdopodobienstwo, ze
zdarzenie nie zajdzie do czasu t.
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Funkcja hazardu

Funkcja hazardu (intensywnosci awarii) nazywamy funkcje

P(X < t+AtX > t)
At—0 At

Mozna ja interpretowa¢ jako prawdopodobienstwo zaobserwowania pewnego
zdarzenia w chwili At jesli nie zostato ono zaobserwowane do chwili t.
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Funkcja skumulowanego hazardu

Funkcja skumulowanego hazardu nazywamy funkcje

Przy przyjetych zatozeniach S(t) = exp(—H(t)).
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Przyktady funkcji hazardu

x(t)

At) At)

b t c '

Figure 1.1 Some types of hazard functions: (a) hazard for human mortality; (b) positive aging;
(c) negative aging.
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Cenzura danych

Jednym z gtéwnych probleméw w analizie przezycia jest cenzura czesci
danych. Dane cenzurowane najczesciej otrzymuje sie w wyniku réznych
eksperymentéw. Cenzure rozumie sie tutaj jako brak dostepnosci do

niektérych informacji, ktéry spowodowany byt na przyktad zaniechaniem
dalszych badan.
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Gtéwne typy cenzurowania

Oznaczmy przez T czas zdarzenia.

@ Cenzurowanie prawostronne - obserwujemy tylko dolna granice czasu
zdarzenia (T > C).

@ Cenzurowanie lewostronne - obserwujemy tylko gérng granice czasu
zdarzenia (T < C).

e Cenzurowanie przedziatowe - obserwujemy dwa punkty czasowe,
miedzy ktérymi byto zdarzenie.
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Gtéwne typy cenzurowania

@ Dane cenzurowane |-go typu - ustalamy maksymalny czas trwania ty
badania. Wynikiem obserwacji jest wektor (ti,...,t,), gdzie t; jest
realizacjg zmiennej losowej T; = min{Xj, to}, X; to niezalezne czasy
zdarzen o jednakowym rozkfadzie.

@ Dane cenzurowane Il-go typu - eksperyment z ktérego pochodza dane
przeprowadza sie do wystapienia pewnej liczby k zdarzen, reszta
obserwacji bez zdarzen zostaje ocenzurowana przez wartos¢ k-tego
zdarzenia.
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Cenzurowanie nieinformatywne

Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi opisujacymi czasy
zycia. Niech C,..., C, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, ze
X1,y Xn, C1,..., C, sa wzajemnie niezalezne. Obserwujemy wtedy pary

zmiennych (T;,6;), gdzie
T,' = min{X,-, C,'}, 5,' = 1(X, S C,)

Takie cenzurowanie nazywamy nieinformatywnym.
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Mechanizm prawostronnego cenzurowania

Trzema typowymi sposobami prawego cenzurowania s3:
@ uciecie administracyjne zwiazane z korficem badania,
@ wycofanie sie pacjenta z dalszych badan,
@ zerwanie kontaktu z badaczami przez pacjenta.

Fundamentalne zatozZenie: cenzurowanie jest niezalezne i nieinformatywne.
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Cenzurowanie prawostronne - przykfad

Pat# Survivaltime  Death indicator

(mths.) (1=yes)

k e dy
1.8 1
(4= 2 125 0
# 37— 3 17.6 0
g -, 4 32 0
J ? ]— — 5 54 1
e 6 150 0
i 7 15 1
o . 8 133 0
o — - ) 9 13.0 0
! 10 43 1

Figure 3. Fgure 13 TRz o coespond 10 mehog of s
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Cenzurowanie prawostronne - przykfad

Zatézmy, ze interesuje nas informacja o prawdopodobienstwie, ze pacjent
nie przezyje 6 miesiecy. W zaleznosci od tego jak potraktujemy pacjenta
numer 4, mozemy rozwazy¢ kilka pomystéw estymacji:
@ prawdopodobiefistwo wyniesie 1%, gdy przyjmiemy, ze ocenzurowany
pacjent przezyt 6 miesiecy,
o prawdopodobiefistwo wyniesie 1%, gdy przyjmiemy, ze ocenzurowany
pacjent nie przezyt 6 miesiecy,
@ prawdopodobiefistwo wyniesie g, gdy odrzucimy pacjenta numer 4 z
danych.

Pierwszy przypadek powoduje ryzyko przeszacowania, drugi ryzyko
niedoszacowania, a trzeci wigze sie z utrata czesci informacji.
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Estymator Kaplana-Meiera

Estymator Kaplana-Meiera funkcji przezycia opiera sie na pomysle, ze aby
przezy¢ t-ty punkt czasowy, trzeba najpierw przetrwac¢ t — 1 wczesniejszych
punktéw.

Przy zatozeniu, ze S(0) =1, powyzsze mozna zapisa¢ jako

S(t) = S(t—1)-P(przetrwanie punktu czasowego t).
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Estymator Kaplana-Meiera

Zatézmy, ze obserwujemy d réznych czaséw zdarzen i cenzury t;, ktére sg
uporzadkowane rosnaco,

hh<th<...<ty.

Przez n; oznaczmy moc zbioru ryzyka w czasie t;, czyli liczbe
obserwowanych osobnikéw tuz przed momentem t;. Przez d; oznaczmy
liczbe zdarzen w czasie t;. Estymator K-M funkcji przezycia wyraza sie
wzorem

o-1(%%)

fjgf
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Przyktad 1 - choroba lokomocyjna

Posiadamy dane z eksperymentu badawczego, ktéry zaktadat sprawdzenie
wytrzymatosci uczestnikéw na turbulencje o czestotliwosci 0,167Hz oraz
przyspieszeniu 0,111G. Interesujacym zdarzeniem byt moment pierwszych
wymiotéw. W tym dwugodzinnym badaniu brato udziat 21 oséb, z czego
tylko dwéch uczestnikéw przerwato badania "na zadanie", co jest
réwnoznaczne z prawostronng cenzura. Dodatkowo, 14 oséb ukonczyto
badania bez zdarzenia.
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Przyktad 1 - choroba lokomocyjna

Subject Time Event
(minutes)  (1=yes)
1 30 1
2 50 1
3 50 0
4 51 1
5 66 0
6 82 1
7 92 1
8 120 0
21 120 0

Piotr Dzierza (Uwr) 11.03.2020 20 / 30



Przyktad 1 - obliczenia

Time Risk-setatt Events at Survival {0 Survival function (0

t t events) of ¢ events in 0-f)

R, D, P=(R,— DJ/R, S(H=S(t-1)-P,
1 21 0 21/21 1:21/21=1
2 21 0 21721 1:21/21=1

21 0 21/21 121/21=1

29 21 0 21721 1:21/21=1

30 21 1 20/21 1-20/21=0.952

k3 20 0 20/20 0.952-20/20=0 952
20 0 20/20 0.952-20/20=0 952
20 0 20/20 0.952-20/20=0.952
20 1 19/20
18 1 17118
17 0 17017 0.854-17/17=0.854
17 0 17017 0.854-17/17=0.854

67 16 0 16/16 0.854-16/16=0.854
16 0 16/16 0.854-16/16=0.854

a2 16 1 15016 0.854 0.801
15 0 15015 0.801-15/15=0.801

92 15 1 14/15 0.801-14/15=0 748
14 0 14/14 0.748-14/14=0.748
14 0 14114 0.748-14/14=0 748
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Przyktad 1 - funkcja przezycia

Survival probability
50
|

0.

30 60 90 120
Time (minutes)
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Przyktad 1 - wnioski

@ 5(t) zmienia sig tylko w czasach zdarzenia.
@ Obserwacje cenzurowane zmieniaja moc zbioru ryzyka.
@ Dla tych danych S(t) jest niezdefiniowane dla t > 120.

Piotr Dzierza (Uwr) 11.03.2020 23 /30



Przyktad 2

Przyjrzyjmy sie ponownie danym z przyktadu o cenzurowaniu
prawostronnym.

Pat# Survival time Death indicator

(mths.) (1=yes)
k b dy
1 1.8 1
2 12.5 0
3 17.6 0
4 3.2 0
5 54 1
6 15.0 0
7 1.5 1
8 13.3 0
9 13.0 0
10 4.3 1
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Przyktad 2

Time Death S(t)
(mths.)

(1=yes)
1.5 1 90.0%

4.3 1 78.7%
54 1 67.5%
11.8 1 56.2%
12.5 0 56.2%
13.0 0 56.2%
13.3 0 56.2%
15.0 0 56.2%
17.6 0 56.2%
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Przyktad 2

Mielismy wtedy:
@ prawdopodobiefistwo wyniesie 1i0 = 40%, gdy przyjmiemy, ze
ocenzurowany pacjent przezyt 6 miesiecy,

@ prawdopodobiefstwo wyniesie % = 30%, gdy przyjmiemy, ze
ocenzurowany pacjent nie przezyt 6 miesiecy,

@ prawdopodobiefistwo wyniesie g = 33,3%, gdy odrzucimy pacjenta
numer 4 z danych.

Estymator Kaplana-Meiera wynosi w tym przypadku 67,5%, czyli
prawdopodobienstwo przezycia wynosi 32,5%.
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Mediana czasu do zdarzenia

Interesuje nas moment w czasie t,eq, dla ktérego

S(tmed) =50%.

Estymatorem bedzie najmniejszy czas zdarzenia t, dla ktérego

S(tk) <50% lub w przypadku, gdy S(t) =50% zachodzi dla pewnego
przedziatu, bierzemy Srodek tego przedziatu.

Problemy:

@ estymator moze nie istnie¢,
@ ciezko uzyska¢ przedziat ufnosci,

@ estymator moze mie¢ duza wariancje.
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Mediana czasu do zdarzenia
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W tym przypadku estymator mediany czasu do zdarzenia nie istnieje.
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Mediana czasu do zdarzenia

Overall Survival
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Mediana czasu do zdarzenia

Estymatory mediany czasu do zdarzenia:
e dla bras = Experimental wynosi 18 miesiecy,
e dla bras = Standard wynosi 27 miesiecy.

Zamienienie jednej obserwacji w grupie bras = Standard z cenzurowania na
zdarzenie mocno zmniejszy estymator mediany (pionowe kreseczki na
wykresach oznaczaja obecnos¢ obserwacji cenzurowanej).
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