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1 Wstep

1.1 Czym jest MDS?

Skalowanie wielowymiarowe (Multidimensional Scaling — MDS) reprezentuje da-
ne dotyczace bliskosci (tj. miary podobienistwa, bliskosci, powiazania itp.) jako
odlegltosci miedzy punktami w przestrzeni wielowymiarowej (zwykle dwuwymia-
rowej). Skalowanie rozpoczyna sie od pewnej konfiguracji poczatkowej. Punkty sa
nastepnie przesuwane iteracyjnie, dzieki czemu dopasowanie miedzy odlegtosciami
a danymi jest poprawiane, dopoki dalsze ulepszenia nie wydaja si¢ mozliwe. Istnie-
ja programy komputerowe do MDS, takie jak Systat lub Proxscal. Im doktadniej
dane odpowiadaja odlegtosciom w przestrzeni MDS, tym lepiej konfiguracja MDS
punktu reprezentuje strukture bliskosci. Jesli dopasowanie rozwiazania MDS jest
dobre, mozna je sprawdzi¢ wizualnie, prébujac je zinterpretowaé¢ pod wzgledem
tresci. Popularnym podejsciem do tego jest poszukiwanie wymiaréw, zazwyczaj
gtownych osi, ktore maja sens pod wzgledem tego, co jest znane lub zaktadane na
temat obiektéw reprezentowanych przez punkty.

1.2 Co oméwimy?

Omoéwimy dwa rodzaje rozwigzan dla MDS. Jesli odlegtosci sa odlegtosciami eu-
klidesowymi, klasyczny MDS daje tatwe rozwiazanie algebraiczne. W wiekszosci
aplikacji MDS potrzebne sa metody iteracyjne, poniewaz dopuszczaja wiele typow
danych i odlegtosci. Korzystaja z dwufazowego algorytmu optymalizacji, przesu-
wajac punkty w przestrzeni MDS malymi krokami, trzymajac dane lub ich trans-
formacje jako state i na odwroét, az do osiggniecia zbieznosci.

W przypadku wiekszosci modeli MDS nie mozna znalez¢é najlepszego mozliwego



rozwiazania X, po prostu rozwigzujac uktad rownan. Warunki dla rozwiazan MDS
sa na ogot tak skomplikowane, ze sg one nieodtaczne algebraicznie. Dlatego roz-
wigzania MDS musza by¢ iteracyjnie aproksymowane za pomocq inteligentnych
procedur wyszukiwania (algorytméw), ktore redukuja Stress', wielokrotnie prze-
suwajac punkty do nowych lokalizacji i sukcesywnie skalujac bliskosci az znajda
minimum Stressu. Algorytmy tego rodzaju nie sa potrzebne, jesli chce si¢ zato-
zy¢ lub udowodni¢, ze dane odmiennodci d;; - prawdopodobnie wyprowadzone z
odwracania danych o podobienstwie - sg odlegtosciami euklidesowymi. W takim
przypadku mozna uzy¢ klasycznego MDS do analitycznego znalezienia rozwiazania
MDS X.

2 Klasyczny MDS

2.1 Opis algorytmu klasycznego

Klasyczny MDS jest znany rowniez jako skalowanie Torgersona i skalowanie Torgersona-

Gowera. Dziata w nastepujacy sposob:
1. Podnosimy do kwadratu kolejne wartosci wyjsciowej macierzy: A®.
2. Tworzymy macierz B := —%ZA@)Z, gdzie Z =1— 171/
3. Nastepnie diagonalizujemy macierz B = QAQ)'.

4. 7 macierzy wartosci wlasnych A wybieramy wartosci wieksze od zera (ozn.
A ) oraz dobieramy wektory wtasne dla tych wartosci (ozn. Q).

1
5. Wynikiem klasycznego algorytmu MDS jest X = QA3.

2.2 Przyklad wykorzystania

Mamy wyj$ciowa macierz oraz macierz kwadratéw kolejnych wartosci tej macierzy:

0.00 4.05 8.25 5.57 0.00 16.40 68.06 31.02
A 4.05 0.00 2.54 2.69 AR _ 16.40 0.00 6.45 7.24
8.25 2.54 0.00 2.11 68.06 6.45 0.00 4.45
5.57 2.69 2.11 0.00 31.02 7.24 445 0.00

N2
1Stress — 1 = \/Ei<j (dij (X) — dij) /iy d3;(X), gdzie d;j(X) to odleglodei rzeczywiste,

a c?ij to ich przyblizenia



Tworzymy macierz Ba zgodnie ze wzorem powyzej.

0.7 —-0.25 -0.25 —-0.25 20.52 1.64 —18.08 —4.09
7 _ —-0.25 0.7 —-0.25 -0.25 B — 1.64 083 205 —287
| =025 —-0.25 0.75 —0.25 A7 | —18.08 205 11.39  4.63

-0.25 -0.25 —-0.25 0.75 —-4.09 -2.87 4.63 2.33

Trzecim krokiem jest diagonalizacja obliczonej powyzej macierzy Ba, ktorej ma-
cierzg warto$ci wtasnych oraz wektoréw wtasnych sg odpowiednio

35.71 0.00 0.00 0.00 077 0.04 -0.50 0.39
A= 0.00 3.27 0.00 0.00 Q- 0.01 -0.61 -0.50 —0.61

0.00 0.00 —0.00 0.00 |’ -0.61 —-0.19 —-0.50 0.59

0.00 0.00 0.00 —=5.57 -0.18 0.76 —0.50 —-0.37

Przejdzmy od razu do obliczenia wyniku klasycznego algorytmu MDS dla tych
danych.

0.77  0.04 ,

3 0.01  —0.61 | (3571 0.00 \?

— 2
X=QA =1 061 —019 (0.00 3.27)
—0.18  0.76

0.77  0.04 462 0.07
_| 001 —061 | (598 000)_ | 009 -111
| -0.61 —0.19 [\ 000 181 ) | —-3.63 —0.34
—0.18  0.76 —-1.08 1.38

W celu sprawdzenia jakosci otrzymanego rozwiazania, porownujemy odleglosci
otrzymanych punktéw (macierz D; odlegtosci pomiedzy punktami z Z) z poczat-
kowymi odlegtosciami (macierz A). W wyniku otrzymujemy:

0 468 826 5.85 0 —-0.63 —0.01 —0.28

468 0 38 2.75 —0.63 0 —-1.26 —0.06

b= 826 38 0 3.08 A-D= —-0.01 —-1.26 0 -0.97
5.85 2.75 3.08 0 —-0.28 —-0.06 —-0.97 0

W tym przyktadzie otrzymane odlegltosci miedzy punktami sa tylko w przybli-
zeniu rowne podanym wcezeéniej danym. Spowodowane jest to tym, ze réznice w
A nie sa odlegtosciami euklidesowymi, jak zaktada klasyczne MDS. Matematy-
cy zauwazyliby, ze w trzecim kroku, poniewaz réznice powinny by¢ odlegtosciami
euklidesowymi to wartosci wtasne powinny by¢ nieujemne. Jesli wystapia ujemne
wartodci wlasne, mozna okredlié¢ je jako ”btad” w réznicach, pod warunkiem, ze te
ujemne wartosci wtasne sa wzglednie mate. W powyzszym przyktadzie zatozenie to

3



wydaje si¢ jednak trudne do uzasadnienia, poniewaz jedna ujemna wartos¢ wtasna
(= -5,57) jest dos¢ duza.

Dlaczego ktos chcialby zatozyé¢, ze dane dotyczace odmiennoéci sg odlegtosciami
euklidesowymi (z wyjatkiem elementu btedu)? Uzasadnienie musi pochodzié z tego,
ze dane sa generowane lub gromadzone. Jesli osoby zostang poproszone bezposred-
nio o ocen¢ odmiennosci parami, wowczas mozliwe jest postawienie hipotezy, ze
obserwowane reakcje numeryczne sg co najmniej wielkosciami zblizonymi do odle-
glodci.

Korelacje jednak zdecydowanie nie sg odlegtosciami euklidesowymi, lecz raczej pro-
duktami skalarnymi z zafozZenia. Dlatego w tym przypadku nalezy pomina¢ kroki 1
i 2,1 rozpocza¢ bezposrednio od kroku 3. Oznacza to wykonanie analizy sktadowe;j
gltownej. Alternatywnym podejéciem jest najpierw przekonwertowaé skalarne pro-
dukty na odlegtosci. W przypadku korelacji ta konwersja wynosi d;; = /2 — 2r;;.

2.3 Podsumowanie dziatania klasycznego MDS

W przypadku wiekszych bledéw (jak w pierwszym przykladzie) klasyczny MDS
szybko osiaga swoje granice jako uzyteczna metoda. Generuje to najlepsze mozliwe
rozwigzanie, ale minimalizuje to kryterium znane jako Strain, ktore nie jest tak
tatwo interpretowalne jak Stress. Co wigcej, zazwyczaj dane sa co najwyzej na
poziomie skali interwalowej. Dlatego nie nalezy interpretowaé¢ danych bezposrednio
jako odlegtosci, ale raczej pozwoli¢ na optymalne ponowne skalowanie podczas
mapowania ich na odlegtosci.

3 Iteracyjny MDS

3.1 Opis algorytmu iteracyjnego

Iteracyjne algorytmy MDS dzialaja w dwdch fazach. W kazdej fazie pierwszy ze-
staw parametréw (odleglosci lub réznice, odpowiednio) przyjmuje sie jako wartosci
state, natomiast drugi zestaw argumentow jest modyfikowany w taki sposob, aby
zmniejszy¢ Stress:

1. Réznice sg state; punkty w przestrzeni MDS sa przesuwane (tzn. X; zmienia
sie na X;.1), tak aby odlegtosci X;;; minimalizowaly funkcje Stress.

2. Konfiguracja MDS jest stata; roznice sg skalowane w granicach ich poziomu
skali, tak aby funkcja Stress byta zminimalizowana (optymalne skalowanie).

Jesli po t krokach proces nie zmniejszy wartosci Stress o wiecej niz pewna ustalo-
na wartosé¢ (np. 0.0005), algorytm zostanie zatrzymany, a X; bedzie optymalnym
rozwigzaniem.
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Rysunek 1: Reguta iteracyjnego algorytmu MDS

3.2 Problemy

Faza 1 réwna sie trudnemu problemowi matematycznemu o n - m nieznanych pa-
rametrach, wartosci X. Aby go rozwigzaé, zastosowano rézne algorytmy optyma-
lizacji. Obecnie najlepszym algorytmem jest procedura SMACOF (De Leeuw i
Heiser 1980; Borg and Groenen 2005), poniewaz gwarantuje to w praktycznych
sytuacjach, ze iteracje zbiegna przynajmniej do lokalnego minimum Stresu. Inne
kryterium moze réwniez stuzyé¢ do oceny jakosci algorytméw MDS (Basalaj 2001).
Faza 2 stwarza stosunkowo tatwy problem. W interwatowym MDS problem roz-
wigzuje sie poprzez regresje liniowa. Znajduje dodatnie i multiplikatywne wspot-
czynniki, ktére liniowo przeksztatcaja bliskosci w roznice takie, ze Stress jest mi-
nimalizowany dla danych odlegtosci. W przypadku innych modeli MDS dostepne
sg réwniez odpowiednie procedury regres;ji.

Sa to jednak kwestie czysto matematyczne. Uzytkownicy MDS nie musza si¢ nimi
przejmowac¢. Powinni po prostu korzysta¢ z programéw MDS, tak jak kierowcy
korzystajg z samochodéw: Kierowcy muszg wiedzie¢ jak prowadzi¢ samochdd, ale
nie muszg rozumie¢ fizyki silnikow spalinowych. Kierowcy powinni jednak wiedzie¢,
jak uruchomi¢ samochdd (np. upewnié sie, ze ma wystarczajaca ilosé paliwa), a
uzytkownicy MDS musza prawidtowo wprowadzi¢ dane do programu i ustawi¢ od-
powiednie opcje, aby dotrze¢ tam, gdzie chca, czyli uzyska¢ optymalne rozwiazania.



3.3 Opcje programéw

Wazny jest wybor dobrej poczatkowej konfiguracji. Wszystkie programy MDS ofe-
ruja kilka alternatyw, ktore uzytkownicy moga wyprobowaé, aby sprawdzic, czy
wszystkie doprowadza do tego samego rozwigzania. PROSCAL pozwala na przy-
ktad powtorzy¢ proces MDS poprzez wiele réznych losowych konfiguracji poczat-
kowych lub wybraé jedna konkretna racjonalna konfiguracje poczatkowa (np. taka,
ktora wynika z uzywania klasycznego MDS), lub uzy¢ zewnetrznej, skonstruowanej
przez uzytkownika konfiguracji poczatkowe;j.

Zaleca sie, aby zawsze wplywaé na wybor poczatkowej konfiguracji zamiast pozo-
stawi¢ ten wybor programowi MDS. Czesto dobrym wyborem jest uzycie konfigu-
racji poczatkowej zbudowanej na podstawach merytoryczno-teoretycznych.

W zaleznosci od konkretnego pro-
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sposob, aby program mogt wykonaé tyle iteracji ile jest koniecznych, aby zmniej-
szy¢ Stress. Czas obliczania nie jest problemem w nowoczesnych programach MDS.

4 Podsumowanie

Jesli dane sg odlegtodciami euklidesowymi (poza bledami), klasyczny MDS jest wy-
godng metoda algebraicznag do wykonywania MDS. Konwertuje dane na produkty
skalarne, a nastepnie odnajduje konfiguracje MDS za pomoca diagonalizacji. Al-
gorytmy iteracyjne sa za to bardziej elastyczne: umozliwiaja optymalne ponowne
skalowanie danych i r6zne odmiany odlegtosci Minkowskiego, a nie tylko odlegtosci



euklidesowe. Takie programy zaczynaja sie od zdefiniowania lub uzycia konfiguracji
poczatkowej, a nastepnie modyfikuja ja poprzez mate przesuwanie punktéw, aby
zmniejszy¢ Stress. Odlegtosci tej konfiguracji sa nastepnie wykorzystywane jako
cele dla optymalnego ponownego skalowania danych (w ten sposéb generujac réz-
nice) w granicach poziomu skali danych. Ten proces modyfikacji konfiguracji MDS
(ze stalymi réznicami) i ponownego skalowania réznic (ze stalymi odlegtosciami)
jest powtarzany az do optymalnego rozwiazania. Obecnie najlepszym algorytmem
przesuwania punktéw jest SMACOF (ponowne skalowanie danych jest wykonywa-
ne poprzez regresje).
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