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Funkcje sklejane lub inaczej splajny sg jedna z metod interpolacyjnych. Definiujemy je jako
wielomiany osobno dla kazdego odcinka pomiedzy sasiednimi weztami interpolacyjnymi. Kazdy
lokalny wielomian jest tak dobrany, aby — oprécz warunkéw interpolacji — spetniaé¢ warunki sklejenia
w taki sposob, aby caly splajn byl funkcja o odpowiedniej regularnosci. Skoncentrujemy sie przede
wszystkim na zagadnieniu interpolacji za pomoca splajnu kubicznego, tj. funkcji cigglej wraz z
pochodnymi do rzedu drugiego wlacznie i zbudowanej z wielomianéw 3-ego stopnia.

1 Definicja funkcji sklejanej
Rozwazmy uktad n + 1 weztéw (2, 40), ..., (Tn, yn) takich, ze zg <z < -+ < @y,
Definicja 1. Splajnem kubicznym nazywamy funkcje f(x) majgca postaé
f(@) = fi(x) = a;(@ — 2;)° + bi(@ — 2;)* + ¢;(@ — ;) + d; (1)

dla x; < x < wxipq orazi € {0,...,n— 1}, ktdéra spelnia nastepujgce warunki

1. fisi(zi) = yi = filz) dlai € {1,...,n};

2. fl_y(x;) = fl(x;) dlaie{0,....,n—1};

3. fI' (@) = fl'(x;) dlai € {0,...,n—1}.

Warunek pierwszy zapewnia ciagto$é funkeji f(z) i pokrywanie sie z jej weztami. Drugi waru-

nek odpowiada za gltadkos¢ funkcji, natomiast trzeci za to, aby krzywizna funkcji byta taka sama w
miejscu styku.

Szczegdlnym przypadkiem splajnu kubicznego jest tak zwany splajn naturalny, ktéry spetnia do-
datkowo warunki

[ (o) = f"(x) = 0.

Dzieki tym warunkom funkcja sklejana f(z) jest jednoznacznie wyznaczona na przedziale [z, x,].

Pozostaje pytanie jak wyznaczy¢ splajn kubiczny dla danego uktadu weztéw. Pomiedzy kazdymi
dwoma weztami musimy wyznaczy¢ cztery wspotezynniki. Zacznijmy od obliczenia pierwszej i dru-
giej pochodnej splajnu

fi(x) = 3a;(x — 24)* + 2bi(x — ;) + ¢ (2)



f(z) = 6a;(x — x;) + 20b;. (3)

Z warunku z definicji splajnu kubicznego (Def. 1), ktéry zapewnia ciagto$é funkeji f(x), otrzymujemy
réwnanie f;_1(x;) = y; = fi(z;) lub réwnowaznie

&i71h§_1 + biflh?_l +ci1hio1 +dio1 = d; = y;,

gdzie h; 1 = x; —x;_1. Patrzac na kolejny warunek z Definicji 1 dostajemy réwnanie f!_(z;) = f!(z;)
lub réwnowaznie
3ai_1h?_1 + Qbi—lhi—l +ci—1 = ¢. (4)

Z ostatniego warunku Definicji 1 drugie pochodne réwniez powinny by¢ réwne w punktach styku,
czyli fI"(x;) = f!'(x;) lub réwnowaznie

6ai_1hi_1 + Qbi_l = 2b, (5)

Musimy réwniez okresli¢ warunki, ktére okreslaja punkty koncowe (xo,y0) 1 (2, yn). Mozemy zdefi-
niowaé, aby pierwsze pochodne w tych punktach przyjmowaty konkretne wartosdci f{(x¢) = ¢ oraz
! (x,) = cp_1. Jest to opisane jako zaciskanie splajnu. Zaciskajac splajn, wprowadzamy dodat-
kowe informacje o funkcji i dlatego mozemy spodziewaé si¢ jej lepszego dopasowania. Oczywiscie
jeszcze lepsze przyblizenie uzyskamy definujac dodatkowe punkty na koncach. Oczywiscie zamiast
definiowania pierwszych pochodnych w wybranych punktach, mozemy okresla¢ w tych punktach war-
tosci drugiej pochodnej na przyktad flf(zg) = 2bg = 0 oraz f/_(z,) = 2b,_1 = 0. Najczesciej trudno
jest uzyskacé informacje o pierwszych pochodnych, dlatego korzystamy z tych ostatnich warunkéw.

Zatem zaczniemy od zajecia sie przypadkiem naturalnego splajnu. W tym przypadku znamy wartosci
by oraz b,_q i mozemy rozpoczaé od okreslenia pozostalych parametrow drugiego stopnia by, ..., b, o
na podstawie punktow danych yqg, ..., y, i warunkéw ciggtosé. Po znalezieniu warto$ci parametrow
drugiego stopnia mozemy przystapi¢ do ustalenia wartosci pozostatych parametrow segmentow sze-
Sciennych. Rozwazmy zatem ponizsze warunki dla i-tego przedziatu

fi(ﬂfi

) (6)
fi(%’ﬂ) = Yit+1 (7)
) (8)

(9)

=Y
fi”(iﬂz‘ = 2b; 8

[ (zig1) = 2bi1 9

Gdyby b; oraz b;y; byly znane z géry, tak jak bytoby w przypadku n = 1, wéwczas warunki te
stuzytyby do jednoznacznego okreslenia czterech parametrow funkcji f;. W przypadku n > 1 warunki
ciagtosci pierwszego rzedu zapewniaja niezbedne potaczenie miedzy segmentami, ktore pozwala nam
jednoczesnie okresli¢ parametry by, ..., b,_o. Pierwszy z czterech powyzszych warunkow @ okresla,
ze

Z kolejnego warunku mamy

a;h? + bk + cihi + d; = yiy, (11)

skad po podstawieniu oraz przeksztalceniu otrzymujemy pierwszy wspotezynnik funkeji



Korzystajac z wczedniej obliczonego wzoru na druga pochodna funkcji f;(x) , zapiszemy czwarty
warunek @D jako 6a;h; + 2b; = 2b;, 1. Po przeksztatceniu otrzymujemy
biy1 — b

S ) 1
a 30, (13)

Podstawiajac wzor do wzoru dostaniemy

~ Yirr =Y (bigr £ 20) Ry

- 14
c I 3 (14)

W tym momencie wyznaczyliémy trzy wspotczynniki funkeji, jednak dwa z nich zostaly zapisne przy
pomocy ostatniego wspétczynnika, czyli b;. Zatem pozostaje nam wyznaczy¢ ten ostatni parametr.
Warunek f;_,(z;) = fi(x;), ktory zostal wyzej napisany réwnowaznie jako (4)), zapiszemy podstawia-
jac (13) oraz (14)) wzor

3 3
bi—1hi—1 + 2b;(hi—1 + h;) + biy1h; = W (yi—H — yi) T <yz — yi—1)~
) 1—1

Majac na uwadze, ze obliczamy wspotczynniki dla n funkcji oraz dodajgc warunek na by = b,_1 =0
otrzymujemy uktad réwnan z n — 2 niewiadomymi

P1 hl 0 0 0 bl U1
hl D2 hg 0 0 bQ U9

0 0 hn—4 Pn-3 hn—S bn—3 Un—3

0 0 0 hn—?; Pn—2 _bn—2_ Up—2

gdzie
pi = 2(him1 + hy) = 2(2i41 + 25-1)

3 3
Ui = E (?/i+1 - yz-) - Ti—l (yz - %-1)-

Do obliczenia wspétczynnikéw b; mozemy uzy¢ algorytmu Thomasa. Jest to jedna z metod
rozwigzywania uktadow rownan liniowych. Bazuje na metodzie eliminacji Gaussa i powstat specjalnie
dla macierzy trojdiagonalnych, a taka jest w tym przypadku. Pierwszym krokiem algorytmu jest
obliczenie nowych wartosci p; oraz u;, ktére dla czytelnosci oznaczymy odpowiednio p} oraz u}

oraz

hi_q
Pi=pi— ——hi
Pi—1
U, = u; — LS
Copie

dlaz=2,...,n— 2.
Teraz wystarczy uzy¢ obliczonych powyzej wartosci do rekurencyjnego obliczania wspotczynnikdéw
b;. Najpierw obliczamy wartos$¢ b,,_o, czyli




Nastepnie obliczamy kolejne wartosci wspolczynnikow b; dla ¢ =n — 3,...,1 wykorzysujac wzér

!/
U; — hibit1

bi = p,-

Podsumowujac kolejne wspotezynniki splajnu naturalnego obliczamy ze wzoréow rekurencyjnych

_ {2($i+1 + 15 1)

2($i+1 + g;ifl)

dlai=1

— oo qlai=2,...,n -2

2(zitxi—2)

Ti+1—Z; Ti—Ti—1

3(Wit1—yi) _ 3(Wi—yi—1) Ti—Ti—1 1

{3(yi+1yi) _ 3(yi—yi—1)

Tip1—T; Ti—Ti—1 2(xi+xi—2)

L bi — b
- 5 .
3Tit1 — T
0
o ul—(Tip1—xi)biy1
—= / p;
Up_1
Phoi

dlaz = 0, n—1
dla: = 1,...,n—3
dlas = n—2

Yirr =Y (biga +2bi) (i1 — @)

Tiv1 — Ty

3 Y

dlai=1

U;_q dlai=2,...,n—2

?

Do tej pory rozwazalismy przypadek, w ktorym wartosci drugiej pochodnej w punktach z, oraz
T, sa rowne zero. Skupmy si¢ teraz na przypadku, gdzie konce splajnu sa zacisnigte, czyli nakta-
damy warunek na warto$¢ pierwszych pochodnych w ostatnich weztach. Znamy wtedy wartosci cgy
i c,_1 1 mozemy zaczaé¢ od okreslenia pozostatych parametréow pierwszego stopnia ¢; z punktéw da-

nych v, . ..

segmentu

filzi) =y
filTi1) = yin
filz) = ¢

fz’l(xi—i-l) = Ci+1

, Yn 1 warunkow cigglosci. Rozwazmy zatem nastepujace cztery warunki dotyczace i-tego

Pierwsze dwa warunki i prowadza do takich samych przeksztatcen, jak w przypadku
splajnu naturanego, zatem mozemy je od razu przepisac

o= JHL T Y a;h? — b;h;.

1 hz

(19)



Z ostatniego warunku oraz ze wzoru na pierwsza pochodna funkcji f(x) mamy, ze

Ciy1 = 30%]112 -+ QbZhl + ¢;.

(20)
Przeksztatcajac réwnania oraz otrzymamy wzory na wspotczynniki
1 2
a; = h2<0i - Ci+1) + h2(yi - yz’l) (21)
oraz

3 1
bi = 2 <yi+1 - yi) . (Ci-l—l + 20i>- (22)

Podstawiajac wzory i do warunku f!",(z;) = f/'(z;), ktéry zostal wyzej napisany réwno-
waznie w , otrzymujemy

C

i1_|_2< +1> +C¢+1 3 ( >+3< )
B )G — 72 \Ji T Yi- S| Yit1 — Vi ).
hi—y hicv  hg h; hi?il Yi = Yi1 h? Yiv1 — Y

Jak mozemy zauwazy¢, znowu mamy uktad réwnan z n — 2 niewiadomymi

si hy' 0 0 0 ][ea] |

1 g1 — cohyt ] [ g1 ]
hfl S9 h;l 0 Co 9o o

0 0 hn—4 Sn—3 hT_ng Cn—3 9n-3 .
0 0 0 Ay s,

-1
1 [6n—2] LIn—2 — Cn—2h

n—2] _91/1—2_
gdzie

si = 2(hiy + hi')

= 22 (=) = 5 (s~ )
) h%,I 7 1—1 h? 1+1 i)

W tym przypadku réwniez stosujemy algorytm Thomasa. Najpierw obliczamy nowe wartosci s, oraz
/!
9i

oraz

-1

I i—1 7 —1
S, = 8 — hi

Si—1

ht

no__ i—1 1

9; = 9i — 9i—1

Si—1

dlaz=2,...,n—2.

Rekurencyjnie obliczamy wspotczynniki ¢; uzywajac wartosci obliczonych powyzej.
obliczamy wartos¢ c,_o, czyli

Najpierw
/!
¢S
Cp—9 = 7 2.
n—2
Nastepnie obliczamy kolejne wartosci wspolczynnikéw ¢; dla i =n — 3,...,1 wykorzysujac wzor

7 —1
9 — hi “civa

/
S;

C;



Podsumowujac kolejne wspétezynniki splajnu zaciskanego obliczamy ze wzorow

(@ — 331‘71)_2
2((%’—1 — o)t (2 — 551'—1)71)
v 3Wi —yim1) 3% — ui) (i —xi—1)”"

; —_

(i —2ic1)? (Tigr — 20)? 2((:1:,~_1 — X))t (m —xiq)”

I

Si = 2((% — i) (i — xi)_1> -

"o
1) 9i—1s

C; — Cit1 i 2(%’ - ?Jiq).

a; = )
(Ti1 — @) (i1 — 29)?
b, — 3(Yir1 —¥i)  Civ1 + 2¢;
[ - )
(«Ti+1 - 131‘)2 Tit1 — T4
C; dla: = 0, n—1
g/ —(Tig1—xi) Lo .
¢ = ~ da: = 1,....,n—-3;
g//_ .
=2 dlai = n—2
sn—2
d; = y;

dlai=1,...,n—1.



2 Rodzaje funkcji sklejanej

Splajn naturalny nie jest jedynym typem splajnu kubicznego. W tym podrozdziale zostana opi-
sane rozne rodzaje funkcji sklejanej, jednak najwicksze zastosowanie w zagadnieniach analizy ryzyka
ubezpieczeniowego i finansowego znajduja trzy pierwsze typy splajnu.

Zostanie rowniez zilustrowane przyblizanie przyktadowych danych za pomoca kazdego rodzaju
splajnu. Zobaczymy wéwczas, ze poszczegdlne rodzaje funkeji sklejanej réznia sie jedynie na pierw-
szym i ostatnim odcinku.

2.1 Splajn naturalny

Jak zostalo juz wczesniej wspomniane, naturalny splajn jest uzyskiwany przez dodanie do definicji
funkcji sklejanej dwoch kolejnych warunkéw. Mianowicie drugie pochone na koncach przedziatu, na
ktorym jest okreslony splajn musza wynosi¢ 0, czyli f"(zg) = 0 = f"(x,). Nalezy zauwazy¢, ze
tylko w tym przypadku iednoznacznie wvznaczvmy funkcie skleiana dla zadanych weztow.

Rysunek 1: Splajn naturalny

2.2 Splajn z korekcjg krzywizny

Ten typ splajnu jest podobny dla splajnu naturalnego, poniewaz réwniez definiujemy dwa warunki
na drugie pochodne w weztach koncowych. Rodznica jest jednak warto$¢ wspomnianych drugich
pochodnych, gdyz moga by¢ one dowolng statg. Ta warto$¢ odpowiada pozadanym ustawieniom
krzywizny w obu punktach koncowych. W praktyce trudno jest dobrze dopasowaé¢ wartosci f”(xo)
oraz f"(x,), dlatego czesciej stosowany jest splajn naturalny.

2.3 Splajn zaciskany
W przypadku dwdch poprzednich typéw funkeji sklejanej okreslaliSmy wartosci drugiej pochodnej w
weztach koncowych, natomiast w tym przypadku skupimy sie na warto$ciach pierwszej pochodnej

w tych samych punktach. Dzigki warunkowi, ze f’'(zo) oraz f'(z,) przyjmuja ustalone wartosci,
nachylenie na poczatku i na koncu splajnu jest pod kontrola uzytkownika.

2.4 Splajn paraboliczny

W tym rodzaju splajnu funkcje okreslone na pierwszym i ostatnim przedziale, czyli fo(x) oraz f,,—1(x)
sa zdefiniowane jako funkcje kwadratowe (dy = d,,_; = 0). Oznacza to, ze druga pochodna bedzie
identyczna na dwdch koncowych przedziatach (Mo = M; oraz M, 1 = M,).
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Rysunek 2: Splajn z korekcja krzywizny

Rysunek 3: Splajn zaciskany

Rysunek 4: Splajn paraboliczny




2.5 Splajn bezwezlowy

Do skonstruowania unikatowej funkcji sklejanej dodajemy warunki dy = d; oraz d,,_o = d,_1, czyli
wspOtezynniki przy zmiennej x® dla odpowiednio dwéch pierwszych oraz dwdch ostatnich funkcji f;(x)
sa takie same. Oznacza to, ze fo(z) oraz fi(x) przyjmuja takie same wartosci w zerowej, pierwsze
oraz drugiej pochodnej. Warunek dy = d; wymusza, aby fo(x) i fi(x) byty identycznymi funkcjami,
stad punkt x; (wezet (x1,y1)) nie jest potrzebny. Analogiczny tok rozumowania obowiazuje dla
froo(z) 1 fu_1(x) oraz punktu z, ;.

T T T T
2 4 8 8

Rysunek 5: Splajn bezweztowy

Ponizej zostang przedstawione przyblizenia danych za pomocg réznych rodzajow funkcji sklejane;j.

— naturalny

— Z korekta krzywizny
zaciskany

— paraboliczny

bezwezlowy

Rysunek 6: Poréwnanie réznych rodzajéow funkcji sklejanej



3 Wygladzanie za pomoca funkcji sklejanej

W wielu przypadkach mozemy chcie¢ nie tylko przybliza¢ dane pomiedzy weztami. Jesli na przyktad
dane zawieraja element losowy lub odzwierciedlajg zjawisko sezonowe, to warto zmodyfikowaé zato-
zenia i pozwoli¢ aby funkcja lezata w poblizu weztéw, zamiast przechodzita przez kazdy z nich. W
terminologii teorii stopniowania opracowanej przez aktuariuszy na poczatku XX wieku, nazywa si¢
to zmodyfikowana interpolacja oscylacyjng. Termin zmodyfikowany jest uzywany, aby podkresli¢, ze
wezly (inaczej punkty przeciecia) sa modyfikowane z oryginalnych danych.

Wygtadzajac splajn korzystamy z tej samej definicji funkcji sklejanej. Jedynag modyfikacja sa war-
tosci weztéw, czyli zamiast kazdego punktu (z;,y;) zastepujemy go weztem (x;,d;). Warto zwrdcié
uwage, ze rzedna d; jest wyrazem wolnym w wygladzonym splajnie kubicznym

f(x) = fi(x) = ai(x — 2;)* + bi(x — 2;)* + ci(@ — ;) + d;.

Wygtadzanie mozemy opisa¢ w inny sposob, na przyktad wspotrzedne oryginalnych weztéw sa
wynikami modelu
yi = h(zi) + €,

2 oraz h(x) jest

gdzie ¢; dla j € {0,...,n} jest niezalezna zmienng losowa o éredniej 0 i wariancji o
dobrze okreslong funkcja.

Prébujemy znalezé gtadka funkcje f(x), w tym przypadku splajn sze$cienny, ktéry postuzy jako
przyblizenie prawdziwej funkcji h(x). Poniewaz zaktadamy, ze h(x) jest dobrze opisana, to wy-
magamy, aby f(z) réwniez byla jak najbardziej gltadka. Chcemy réwniez, aby byla jak najlepiej
dopasowana do zadanych weztow. Niestety w wielu przypadkach sg to sprzeczne cele.

Dlatego konieczny jest kompromis miedzy dopasowaniem a gtadkoscig. Stopien dopasowania mozna

zmierzy¢ za pomocy kryterium chi-kwadrat

(Y —d;
F= (y
1=0 1

T

2
) (23)
natomiast stopien gtadkosci mozna zmierzy¢ na podstawie ogdlnej gtadkosci splajnu szesciennego

5= [ @),

Aby spetni¢ zaréwno cele dopasowania i gtadkosci, mozemy skonstruowaé kryterium dla splajnu,
ktore bedzie srednig wazong miar dopasowania i gtadkosci

L=pF+(1-p)S. (24)

Zaleta wprowadzenia dodatkowego parametru p do funkcji sklejanej jest mozliwo$é wybrania,
ktore z zatozen czy dopasowanie, czy gtadkos¢ jest dla nas wazniejsze.

Jak zatem obliczy¢ wezty dla nowego splajnu? Najpierw skorzystajmy z tego, ze splajn to tak
naprawde kilka potaczonych ze soba funkcji, czyli

Tit1

5= [C1rwpa =3 [t (25)
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Druga pochodna w dowolnym przedziale [z;, ;11] jest funkcja liniowa, ktéra zmienia sie z 2b; przy
x; na 2b;y1 pray ;41 (ze wzoru ) . Dlatego mamy

Tit1 T
/xi [ I‘_4/ |: +bz+1h

gdzie h; = x;11 — x;. Wowczas kryterium dla funkcji sklejanej po podstawieniu wzorow ,
i przedstawia sie nastepujaco

"y — di\? = Ahy
LZPZ(y . ) +(1—p)z 3 (b?+bibi+1+b?+1>a (27)

1=0 g

> g,
ar == (bf - bibis + b?H), (26)

Rozpatrzymy przypadek splajnu naturalnego, ktéry przechodzi przez wezlty (z;,d;) i = 0,...,n i
spetnia warunki f”(x¢) = 20y = 0 = 2b, = f"(z,). Dodatkowym problemem, poza okresleniem
poarametru p, dopasowania splajnu wygltadzajacego w poréwnaniu z dopasowaniem splajnu interpo-
lujacego jest potrzeba okreslenia rzednych d; dla ¢ = 0, ..., n, ktére nie sg juz dostarczane przez dane
wartodci y; dla ¢ =10,...,n.

Rozwazmy i-ty przedzial, ktéry obejmuje odstep miedzy weztami (x;,d;) i (x;41,div1) 1 ktéry
podlega nastepujacym warunkom

filw;) =

fz(xz—i-l) (28)
fi'(w) =
fi' (i) = 2bi+1 (29)

7, drugiego warunku oraz ze wzoru na splajn (1)) z Definicji 1 mamy réwno$¢ a;h; + b;h? +
c;h; + d; = d; 1. Po przeksztalceniu otrzymujemy
diy1 — d;

Natomiast ze wzoru na druga pochodng funkcji f(x) oraz z czwartego warunku uzyskamy
rownosé 2b;,1 = 6a;h; + 2b;. Po przeksztatceniu otrzymujemy wzor

biv1— b
== 31
a 3 (31)

Podstawiajac wzér na wspotczynnik a; do wznoru otrzymujemy

dign —d; 1
Ci = HT - 3<bi+1 - 2bi) h;. (32)

Po wyliczeniu wzorow na a; oraz ¢; w i w jako wyrazen zaleznych od b;, b;11,d; i d;iq, po-
zostaje nam obliczy¢ wspotezynniki b; oraz d;. Skorzystamy z warunku odpowiadajacego za gtadkosé
funkcji sklejanej, czyli f/_,(z;) = fl(x;), ktéry zapisujemy réwnowaznie jako

3(11'_1]1?71 + 2bi_1hi_1 +ci1 = ¢.
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Podstawiajac wczesniej obliczone wartosci dwoch wspotezynnikow i otrzymamy

3 3
bi—1hio1 + 2bi(hi—1 + hi) + bigahi = ™ (di—i-l - dz‘) T (di - di—l)-
i i—1
Podobnie jak w przypadku zwyktego splajnu, mamy na uwadze, ze obliczamy wspotczynniki tak
naprawde dla n funkcji. Dodajac warunek na by = b, = 0 otrzymujemy uktad rownan w formie
macierzowej

2(ho + hi) hy 0 0 0 by
hy 2hi +hy)  ho 0 0 by
hn73 2<hn73 + han) hn72 bn72
L 0 hn72 2(han + hnfl)_ _bnfl_
- d -
ro —(ro+r1) r 0 0 0 dO
0 1 —(7”1 + 7”2) T2 0 0 !
dp—
0 e ce 0 T'n—2 —<7"n,2 + T’n,1> Tn—1 d !

gdzie r; = hi Ten uktad moze byé zapisany jako Rb = QTd. Macierz R jest tréjdiagonalna i
odwracalna. Uzywajac tej notacji mozemy przepisaé kryterium dla funkcji sklejane;j , czyli

(Y —di\? o 4h
L:pz( = ) 1-pY (bf+bibi+1+b§+1>
i=0 ? =0

zapisa¢ w postaci

2
L=ply—d)'s ' (y—d)+ (1= p)b" Rb,

gdzie ¥ = diag{o,o?,...,02}. Podstawienie b = R~'Q7d umozliwia nam napisanie funkcji wytacz-
nie w odniesieniu do wektora d, ktory zawiera rzedne weztéw

L(d) = ply — )5 (y — d) + (1~ )" QR QT (3)

Optymalne wartosci rzednych to te, ktére minimalizuja funkcje L(d). Rézniczkujac wzgledem
d i przyréwnujac wynik do zera, otrzymujemy

4
—2p(y =)' + (1= p)d'QR'Q" = 0.
Przenoszac jeden ze sktadnikéw na drugg strone réwnosci otrzymujemy

Py —d) =3 (- p)QRQTd
2

:§(1 — p)Qb.

(34)
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Kiedy pomnozymy dwie strony réwnosci z lewej strony przez p Q1Y otrzymamy

1 2 1
pmQTEN ! (y _ d) _ = (1 _ p) 20TS0b.
p 3 p
Po uporzadkowaniu powyzszego réwnania oraz po przeniesieniu wszystkich sktadnikéw poza d na

drugg strone réwnoéci otrzymamy
2(1 —
d=y— MEQb.
3p
W ten sposob uzyskaliémy wartosci nowych weztéw, w ktorych bedg sie przecinaty kolejne funkcje
sktadajace si¢ na splajn kubiczny.
Ponizej przyktad dopasowania wygtadzonej funkcji sklejanej dla przyktadowych weztow i réznych
miar dopasowania oraz gtadkosci.

Rysunek 7: Wygtadzanie za pomoca funkcji sklejanej dla réznej miary dopasowania i gtadkosci
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