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1. WsTEP

W praktycznej statystyce nierzadko zdarza sie, ze liczba parametréw p jest wieksza od liczby
obserwacji n. Typowych przyktadow takiego zjawiska dostarczaja badania genetyczne, w ktérych
czesto zbiér danych opisuje poziomy ekspresji tysiecy genéw dla zaledwie kilku obserwacji, i ktore
najczesciej stuza do znalezienia genéw odpowiedzialnych za konkretne medyczne cechy. Kolejnym
przyktadem jest problem odtworzenia punktéw nieciagloéci dla kawatkami ciaglej funkcji f w
sytuacji, gdy obserwacja zawiera zakldcenia. Mozna ten problem opisaé wzorem y = X3y + ¢,
w ktérym niezerowy wspdlczynnik przy [y odpowiada punktowi nieciagtosci funkeji f. W obu
tych przyktadach dazymy do tego, by poprawnie odtworzy¢ no$nik (y.

Badajac wielowymiarowy model liniowy
y=Xpo+e,

gdzie X jest macierza rozmiaru n x p oraz € ~ N(0,0%1,) jest elementem zaklécajacym, po-
winniSmy poczyni¢ pewne dodatkowe zalozenia, aby estymacja parametréw byta mozliwa. O
macierzy X zakladamy, ze jest pelnego rzedu n. Dodatkowo zakltadamy ze wektor wspotczyn-
nikéw Gy € RP jest rzadki (innymi slowy zakladamy, ze wiekszo$é jego elementéw jest réwna
0). W modelu regresji, gdzie kazda kolumna X; € R™ macierzy X odpowiada potencjalnemu
predyktorowi, zas y jest zmienna zalezna, rzadko$é¢ oznacza, ze tylko niewielka cze$¢ sposrdd
predyktoréw jest istotna dla predykeji y.

Rozwazmy wielowymiarowy model liniowy
Y =XB+e,

gdzie X = (X1]...|X,) jest macierza planu rozmiaru n X p, n < p, a € jest nieznanym wektorem
wspélezynnikéw regresji. Wektor znaku g to S(8) = (S(61),...,5(8p)) € {—1,0,1}7, gdzie dla
x € R mamy S(z) = 150 —Ly<o. Naszym gléwnym celem jest odtworzenie S(3). Jest to problem
nieco ogélniejszy niz odtworzenie wylacznie nos$nika supp(8). Znak § mozemy estymowaé przy

pomocy znaku dobrze znanego estymatora LASSO.
B .= argmingcg

(1) Znak 3(") jest niezmienny, to znaczy istnieje wektor znaku s € {—1,0,1}?, taki ze dla
kazdego 7 € N zachodzi S(5(")) = sy.
(2) Zachodzi nastepujaca réwnosé lir+n min{| ﬁl-(T)| 21 € supp(sp)} = +oo.
r——+00
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min{ \,BET) | :i€supp(so)}
18| oo

(3) Istnieje ¢ > 0, takie ze Vr € N, >q

2. ODTWARZANIE ZNAKU PRZY POMOCY ESTYMATORA LASSO

Definicja 1. Dla ustalonego b € RP okreslmy I := {i € 1,...,p | b; # 0} oraz niech X7 i
X7 beda macierzami o kolumnach (X;)ier 1 (Xi);¢r, odpowiednio. Wektor b spelnia warunek
niereprezentowalnosci (IC), jezeli ker(X;) = 0 oraz ||X}X1(X}X1)*1S(bl)||oo < 1

Uwaga. IC jest warunkiem koniecznym, aby prawdopodobienstwo odtworzenia S(3) bylo duze.

Definicja 2. Wektor b € RP jest identyfikowalny wzgledem normy Ly, jezeli zachodzi implikacja
(Xv=XbAv#0) = (Il > [bll)-

Ponizsze twierdzenie pozwala okresli¢ gérna granice prawdopodobienistwa odtworzenia S(/3) przy

pomocy estymatorra LASSO przy zalozeniu, ze zachodzi IC.

Twierdzenie 1. Niech I := supp(f) oraz X1 i X7 bedq macierzami o kolumnach (X;)ier ¢
(Xi)igr, odpowiednio. Zaléimy, ze ker(Xy) = 0 i okreslmy

/ / _ 1 / / — /
Cxnsp) = XpXr(XpX) 7' S(br) + 1 Xr(Td = Xy (XpX0) LX) )e.
Prawdziwe jest nastepujgce ograniczenie gérne prawdopodobienstwa odtworzenia znaku

P(S(BL(N) = S(B) < P(l<xp,s(8) oo < 1)
Ponadto, niech (8") oznacza wektor z RP spelniajgcy zatozenie (1). Jezeli s0 jest identyfikowalny
(ang. identifiable) wzgledem normy Ly, to otrzymujemy nastepujace asymptotyczne oszacowania

limsup P(S(B4(\, 7)) = s%) < P(||¢xn 0|00 < 1)

r—+00

oraz
limsup P(S(BX(\, 7)) = s%) = P(||¢xas0llo0 < 1).

r—-+00

Niech P(||Cxas0llo0 < 1) = 7 1 P(||[{x.as0lls0 < 1) = 7. Znak niezerowych elementéw 37
jest dobrze odtworzony z prawdopodobienstwem zbiegajacym do 1 i blad pierwszego rodzaju
(FWER) jest kontrolowany na poziomie 1 — . Mianowicie zachodza oszacowania

limsup P(Vier S(BF(\, 7)) = s9) = 1,

r—-400

limsup P(J;¢; S(BF (A, 7)) #0) <1 -7,

r—-+00

limsup P(3;¢; S(BF (A,7)) #0) > 1—7.

r—-+00
Jedli B nie spelnia IC, to estymator znaku LASSO (ang. LASSO sign estimator) S(3%()\))
nie moze odtworzy¢ S() z duzym prawdopodobienstwem. Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze
LASSO po dodaniu osdpowiedniego progu (ang. threshold) moze odtworzyé¢ S(f3), jezeli tylko

niezerowe elementy (3 sa odpowiednio duze oraz zachodzi IC.
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Twierdzenie 2. Niech X bedzie macierzq w pozycji ogdlnej (ang. genmeral position), takq Ze
rank(X) = n i niech I bedzie estymatorem LASSO albo BPDN z ustalong wartoscig A > 0
lub z ustalonym parametrem regularyzacji R > 0. Jezeli S(B) jest identyfikowalny wzgledem
normy L, to estymator znaku otrzymany dzieki thresholded LASSO albo thresholded BPDN nie
moze odtworzyé S((3). Dla kazdego € € R™ albo niektdre ujemne wspdélrzedne (3 nie sq poprawnie
estymowane jako ujemne przez B(E), albo niektore dodatnie wspolrzedne B nie sq¢ poprawnie
estymowane jako dodatnie przez B(e)

Ponadto, zachodzi nastepujgcy asymptotyczny warunek. Niech B\") bedzie wektorem w RP spel-
niajgcym zatozenie (1). Jezeli sV jest identyfikowalny wzgledem normy Ly dla kazdego ustalonego
e € R" i wystarczajgco duzego r > ro(€), to estymator B(e,r) oddziela ujemne wspélrzedne B

od dodatnich wspélrzednych 3.

Twierdzenie 2 potwierdza, ze nie mozemy odtworzy¢ S(3) z estymatorem znaku otrzymanym
dzieki LASSO albo BPDN, kiedy wektor 3 nie jest identyfikowalny wzgledem L;. Jesli wektor 3
jest identyfikowalny wzgledem normy L;, to Twierdzenie 2 sugeruje, ze S(3) moze by¢ odtwo-
rzone poprzez uzyskanie estymatoréw znaku przy pomocy thresholded LASSO albo thresholded
BPDN.

3. POROWNANIE ESTYMATOROW ZNAKU

Twietdzenie 2 méwi, ze estymatory znaku dostarczone przez LASSO albo thresholded BPDN
pozwalaja odtworzy¢ S(3) pod warunkiem, ze jest spelniony IC. Innym sposobem, aby odtworzy¢
S(f), jest estymator znaku otrzymamny przy pomocy adaptive LASSO [3]. Jezeli wagi dla
adaptive LASSO opieraja sie na estymatorze dostatecznym (3, to mozemy otrzymaé spojny

estymator przy zalozeniach stabszych niz IC.

Uktad 1. Niech X bedzie macierza n x p, taka ze n = 100, p = 300, ktérej elementy sa
generowane przez niezalezne obserwacje ze standardowego rozkladu normalnego N (0, 1). Rozklad

wektorow znaku jest jednostajny na {u € {—1,0,1}P : #(supp(u)) = k}.

Uktad 2. Niech X bedzie macierza n x p, taka ze n = 100, p = 300, ktérej elementy sa
generowane przez niezalezne obserwacje z wielowymiarowego rozktadu normalnego N (0,T"), gdzie
I'iy=1dlaie{1,..,p} oraz I'; ; = 0.9 dla i # j. Rozklad wektoréw znaku jest jednostajny na
{ue {-1,0,1}? : #(supp(u)) = k}.
Uktad 3. Uktad 3 rézni sie od Uktadu 2 tylko tym, ze rozktad wektoréow znaku jest jednostajny
na {u € {0,1}? : #(supp(u)) = k}.

Niedawno opracowana metoda knockoff [2] pozwala kontrolowaé False Discowery Rate. Osiagamy
to dzieki dodaniu do maicerzy planu dodatkowych zmiennych. W tym zestawieniu korzystamy
z knockofféw przedstawionych w [2], zeby przyblizy¢ warto$é progu, ktéry pozwala kontrolowaé
FWER na ustalonym poziomie. To podejscie sprawdza sig, kiedy X jest macierza Gaussowska z

rozkladem niezmiennym ze wzgledu na permutacje kolumn.
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Ponizej bedziemy stosowaé¢ nastepujaca notacje

e L - estymator LASSO,

e aL - estymator adaptive LASSO,

e BP - estymator thresholded Basis Pursuit,

e BPk - estymator thresholded Basis Pursiut; préog ustalamy dzieki metodzie knockoff,
e Lk - estymator thresholded LASSO; A = Ay p ustalamy dzieki metodzie knockoff,

e Lks - estymator thresholded LASSO; A = 0.5\ 4asp ustalamy dzieki metodzie knockoff.

Ponizsze wykresy opisuja FWER i prawdopodobienstwo odtworzenia S(/3) dla kazdego z estyma-
torow znaku, kiedy X jest macierza planu jak w Ukladzie 1. Wykresy po lewej stronie pokazuja
prawdopodobienstwo odtworzenia S(3) w postaci funkcji zmiennej ¢, gdzie ¢ jest wartoscia bez-
wzgledng niezerowych elementéw (5. Wykresy po prawej stronie ilustruja FWER jako funkcje
t. Estymatorem, ktéry odtwarza S(3) z najwiekszym prawdopodobienstwem, jest thresholded
LASSO. Wszystkie estymatory znaku odtwarzaja prawidlowo S(8) z prawdopodobienstwem
bliskim 0.95, kiedy ¢ jest duze.
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Ponizsze wykresy opisuja FWER i prawdopodobienistwo odtworzenia S(3) dla kazdego z
estymatoréw znaku, kiedy X jest macierza planu jak w Uktadzie 2. Wykresy po lewej stronie
pokazuja prawdopodobienstwo odtworzenia S(3) w postaci funkcji zmiennej ¢, gdzie t jest
waro$cig bezwzgledng niezerowych elementéw 3. Wykresy po prawej stronie ilustruja FWER
jako funkcje t. Poziome linie y = 0.55 i y = 0.45 reprezentuja odpowiednio $rednia wartosc¢

ograniczenia gornego prawdopodobienstwa odtworzenia znaku i FWER odpowiadajace LASSO.
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Mozemy zauwazy¢, ze ograniczenie gorne jest osiagniete i FWER jest kontrolowane, kiedy ¢

jest bardzo duze, tak jak pokazuja wykresy na srodku. Estymatory znaku (poza estymatorem

LASSO) odtwarzaja S(3) z prawdopodobienstwem bliskim 0.95, kiedy ¢ jest duze.
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