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1 Warianty modeli MDS

MDS to rodzina powiazanych modeli. Wszystkie z nich mierza bliskosci pomiedzy punktami. W zalez-
nosci od danych oraz od tego, w jaki sposdb chcemy zmierzy¢ bliskoéci punktéw mozemy zastosowad
inny model MDS. Dzieki temu mozemy wykorzystywaé¢ MDS do réznych celow, dopasowujac model
do danych jakie posiadamy.

1.1 Klasy modeli MDS

Mozemy dokonaé¢ podziatu modeli MDS np. ze wzgledu na poziom skali. Najpopularniejszym jest model
porzadkowy (inaczej nazywany tez niemetrycznym). Model ten opiera sie na zalozeniu, ze wartosci
umieszczone sg na skali porzadkowej. Zatem jedynymi waznymi i przydatnymi informacjami sa rangi.
W porzadkowym MDS porzadek rangowy odlegtosci powinien odpowiadaé porzadkowi rangi danych,
skad w modelu tym funkcja:

fpi — dij(X), (1)
ktéra jest monotoniczna, czyli
fipig <pr— dij(X) < du(X), (2)
Dane brakujace w tym modelu sa pomijane. Istotna role natomiast odgrywaja tzw. WIEZY (réw-
ne wartodci danych). W wiekszosci modeli porzadkowych wiezy sa lamane - co oznacza, ze réwne
odlegtosci nie musza przechodzié¢ na réwne odleglosci. Takie podejicie nosi nazwe pierwotnego po-
dejscia do wiezéw. Natomiast wtérne podejscie do wiezéw ("utrzymaj wiezy powiazane”) prowadzi
do dodatkowego wymogu modelu, a mianowicie:

[ ipij = pr — dij(X) = diy(X), (3)

Pierwotne podejscie do wiezow ma zazwyczaj wieksze znaczenie pod wzgledem danych.

Rozwazmy badanie, gdzie ankieterzy oceniaja podobienstwo 66 par panstw w skali od 1 do 9. Poniewaz
skala jest 9-punktowa oczywiste, ze w 66 poréwnaniach warto$ci powtérza sie - automatycznie zatem
zdarzg si¢ te same wartosci dla niektérych par. Jest to niezalezne od tego czy ankietowany rzeczywiscie
odczuwa, ze kraje sa jednakowo do siebie podobne. Co wiecej, w tym przypadku zaden z badanych
nie dokonalby wiarygodnej oceny gdyby skala byla 66-punktowa. Kazda ocena jest bowiem mniej lub
bardziej rozmyta, zatem réwne ratingi nie powinny by¢ interpretowane zbyt uwaznie.

1.2 MDS metryczne

Kolejna klasa modeli MDS siega lat 50tych (1952, Torgerson). W tych modelach wymaga sie, aby
f (funkcja mapowania) byla pewna funkcja analityczng (zwykle monotoniczna) a nie tylko ”pewna”’
funkcja monotoniczng, jak byto to w przypadku MDS porzadkowym. Dzieki takiemu podejéciu tatwiej
w dalszych etapach rozwija¢ matematyczne wilasciwosci modeli. Ponadto metoda ta unika pewnych
probleméw technicznych, ktore posiadaja modele porzadkowe MDS - w szczegdlnoéci zdegenerowanych
rozwiazan. Wada sa wieksze wymagania dotyczace danych. Trudnos$¢ stanowi réwniez dopasowanie



rozwiazania do danych, poniewaz trudno jest reprezentowaé¢ dane w bardziej restrykcyjnych modelach.
Standardowym przyktadem MDS metrycznego jest MDS przedziatowe, gdzie

f:p,;j—>a+b-dij(X), (4)
W MDS przedzialowym wymagane jest, aby zachowaé¢ dane w sposéb liniowy jesli chodzi o odlegtosci.
Ma to sens, jedynie gdy dane sa traktowane jako przedzialowe. Oznacza to, ze zakladamy, ze zadne
istotne informacje o danych nie zostana utracone, gdy przeksztalcimy je w powyzszy sposéb (oprécz,
oczywiscie b=0). Znaczace sa zatem te stwierdzenia dotyczace danych, ktére po takim przeksztatceniu
pozostang niezmienne. Inne relacje (jak np. stosunek pomiedzy wartosciami danych) nie moga mie¢
znaczenia.

1.3 Odlegtosé euklidesowa i inne

Innym kryterium klasyfikacji modeli MDS jest wybdr konkretnej funkcji odleglosci. W psychologii
popularna w modelowaniu jest rodzina metryk Minkowskiego (np. badaniu oceny réznych bodzcéw w
roznych warunkach). Obecnie niemal zawsze stosowana jest metryka euklidesowa, gdyz odpowiada ona
naturalnemu pojeciu odleglosci miedzy punktami ”w linii prostej”. Jednak odlegtosci euklidesowe, jak
wszystkie odlegloéci Minkowskiego wymagaja plaskiej geometrii. W szczegdlnych przypadkach moze
by¢ zatem przydatne konstruowanie reprezentacji MDS w zakrzywionych przestrzeniach. Przyktadem
moze byé¢ odlegtosé na kuli. Tu najkrétsza odlegtoéé miedzy punktami traktowana jest jako diugosé
sznurka rozpietego nad powierzchnia kuli miedzy tymi punktami. Takie zakrzywione geometrie czasem
moga by¢ przydatne (np. w psychofizyce), ale nie sa stosowane w ogdlnych sytuacjach analizy danych.

1.4 Symetria i asymetria

Odleglosci sa zawsze symetryczne, tzn. zawsze d;; = dj;. Dlatego obiekty, ktére nie sa symetryczne
sprawiaja spore problemy w modelach MDS. Dopéki asymetrie sa po prostu oparte na bltedach, nie po-
wstaje rzeczywisty problem, gdyz MDS moze je wygtadzié czy wyeliminowaé¢ np. usredniajgc. Czasem
jednak zdarza sie, ze asymetrie niosa za sobg wazne i wiarygodne informacje.

Przykladem takich informacji moga by¢ tabele eksportu-importu pomiedzy panstwami (X importuje
wiecej z Y). Inny przyklad to liczba polubien w mediach spotecznosciowych - osoba A lubi wigkszosé
zdje¢ osoby B, natomiast na odwrét niekoniecznie.

Aby w MDS radzié¢ sobie z wielko$ciami asymetrycznymi wprowadzono tzw. model dryfu. Model
ten wymaga od uzytkownika utworzenia dwdéch macierzy z macierzy P. Pierwsza do utworzenia jest
sktadowa symetryczna S = (P + P’)/2. Druga to skltadowa sko$nie-symetryczna A = P — S z elemen-
tami a;; = p;; — s;;. Pierwsza skladowa w sposéb standardowy przeksztalca (skaluje) sie przez model
MDS. Natomiast druga sktadowa wykorzystuje sie w taki sposéb, ze do kazdego punktu ¢ dotaczona
zostaje strzatka, ktora wskazuje na punkt j lub w kierunku przeciwnym do j, w zaleznosci od znaku
asymetrii. Dlugosé tej strzaly to k- | aij |, gdzie k to pewien wspdlczynnik.

Fig. 5.2 Vector field over an MDS solution; Fig. 5.3 Vector field reduced to positive
dashed arrows are resultants asymmetries



Na podstawie pewnej macierzy danych P zastosowano model dryfu. Na rysunku Fig. 5.3 pole wekto-
rowe z rysunku Fig. 5.2 zostalo uproszczone, pokazane sg na nim tylko te strzaltki, ktére sa dodatnio
skierowane od i do j. Widaé, ze pomiedzy obiektami 2 i 3 istnieje silny zwiazek (gdyz sa blisko sie-
bie) oraz ich relacja jest symetryczna (krétki wektor dryfu). Natomiast dla obiektéw 4 i 2 zwiazek
jest stabszy (odleglo$é miedzy punktami jest wigksza), ponadto rozklada sie to asymetrycznie (dlugi
wektor dryfu).

Nie uzyskano do tej pory wystarczajaco prostych programéw komputerowych, ktére w tatwy sposob
eksperymetowalyby z przedstawianiem asymetrii za pomoca wektora dryfu w réznych konfiguracjach.
Mimo tego, ze wyniki sa czesto skomplikowane i niewygodne w uzytkowaniu to ich rezultaty sa war-
te wysitku, gdyz moga ujawni¢ asymetrie (nad symetryczng struktura bazowa) - a te sa trudne do
wykrycia w macierzy danych.

1.5 Modelowanie indywidualnych réznic w MDS
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Jednym z popularnych wariantéw MDS jest model wazenia wymiarowego, inaczej nazywamy modelem
Indscala. Powyzszy rysunek przedstawia schematyczna idee tego modelu. Powyzsze wykresy Individual
space 1 i Individual space 2 przedstawiaja psychologiczne przestrzenie dwoch osdb. Przestrzenie te
sa rézne, jednak mozna je wygenerowaé z jednej wspélnej przestrzeni (znajdujacej sie na wykresie
Common space) za pomoca odpowiednich wag o wymiarach X 1 Y. W przeciwienstwie do wariantéw
MDS, wymiary w modelu Indscal sa w ogdlnosci state.

Przeanalizujmy wyniki badania, ktérego celem jest poznanie atrybutéw uzywanych przez ludzi podczas
oceniania podobiefnistwa réznych krajéow. Osiemnascie respondentéow ocenito podobienstwo dla kazdej
pary dwunastu krajéw. Skrajnie odmienne panstwa oznaczano 1, a bardzo podobne 9. Zaobserwowane
wartosci usredniono i przedstawiono w ponizszej tabeli.

Mean similarity ratings for 12 countries (Wish 1971)

Country | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Brazil 1 -

Congo 2| 483 -

Cuba 3] 528 456 -

Egypt 41 344 500 517 -

France 5 472 400 411 478 -

India 6| 450 483 4.00 583 344 -

[srael 7] 3.83 333 3.61 467 4.00 411 -

Japan § | 350 339 294 383 422 450 483 -

China 91 239 400 550 439 3.67 4.11 3.00 417 -

USSR 10 | 3.06 339 544 439 506 450 4.17 461 572 -

USA 11 539 239 3017 333 594 428 594 6.06 256 500 -
Jugoslavia 12 ] 3.17 350 511 428 472 400 444 428 506 667 356 -
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nym problemem jest to, czy dopasowanie modelu bytlo-
by wyraznie gorsze, gdyby wszystkie wagi wymiaréw mia- ° . *
ly ustawiong taka samg wartos¢. Masy wymiarow zaleza
od konkretnego systemu wymiaréw wspoélnej przestrzeni. Z
czego wynika, ze nie mozna wywnioskowaé z wykresu, ze
osoba 11 zwraca uwage na polityczne dostosowanie krajow
6 razy bardziej niz ich rozwdj gospodarczy. Mozna jednak stwierdzié¢, ze osoba 11 ma wickszg mase
wymiaru X niz osoba 10, poniewaz ta relacja pozostaje niezmienna.

Model Indscala jest interesujacy, ale w praktyce rzadko prowadzi do przekonujacych, pod wzgledem
dopasowania danych, rozwigzan. Innym powodem jest to, ze model ten jest czesto nieodpowiednim
modelem psychologicznym do oceny podobienstwa. Badania pokazaly, ze rézne osoby moga generowaé
bardzo rézne ”wymiary” nawet najprostszych bodzcow, czyli takich, ktorych wymiary wydaja sie oczy-
wiste. Ponadto moga wykorzystywaé rézne funkcje odlegloéciowe, niespelniajace nawet podstawowych
aksjomatow odlegtosci. Jednak formulowanie i studiowanie modela Indscala znacznie przyczynito sie
do dzisiejszego, bardziej wyrafinowanego rozumienia psychologicznych sadéw o podobienstwie.
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Political Alignment (Western vs. Communist)

1.6 Model rozwijania (Unfolding)

Kolejnym popularnym wariantem MDS jest model rozwijania (Unfolding). Stosuje sie go do danych
dominujacych, a wiec dla takich, ktére wyrazaja stopien, w jakim ¢ dominuje nad j w pewnym sen-
sie (np. glosowalbym raczej na A niz na B) lub dla danych dotyczacych preferencji M os6b nad n
obiektami.



W tabelce pokazano dane dotyczace pieciu oséb (ozna-
czonych liczbami) i czterech partii politycznych (oznaczo-
nych literami). Liczby przedstawiaja wartosci preferencji (4
oznacza duza sktonnosé osoby do danej partii, a 1 bardzo
niska). Osoba 3 najbardziej preferuje parte A, nastepnie
D oraz C, a na samym kornicu najmniej preferuje parti¢ B.
Taka macierz danych mozna rozumie¢ jako szczegdlny przy-
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padek macierzy bliskosci, w ktérej dane wyrazaja stopien
bliskosci danej osoby do danej partii.
Uzywajac zwyktego MDS do skalowania tych danych, otrzy-
mujemy 9 punktéw, 5 punktéw oznaczajacych osoby i 4
partie, jak pokazano na rysunku ponizej. Punkty reprezen-
tujace osoby nazywane sa idealnymi punktami w modelu
rozwijania (unfloding), poniewaz sa to punkty maksymalnych preferencji w przestrzeni: im blizej partii
do idealnego punktu danej osoby, tym silniejsza jest sktonnos¢ tej osoby do tej partii. Odleglo$é mie-
dzy idealnym punktem, a punktem reprezentujacym partie okreslaja sktonno$é danej osoby do partii.
Dlatego, skladanie (jak skladanie parasola lub podnoszenie chusteczki w danym punkcie) rozwijanej
(unfloding) ptaszczyzny w idealnym punkcie prowadzi od oceny preferencji danej osoby dla réznych
partii. Oczywiscie, ztozenie plaszczyzny w innym punkcie generuje inne wyniki preferencji.
Jako psychologiczny model preferencji, model rozwijajacy (unfloding)
opiera sie na zalozeniu, ze wszystkie osoby maja takie samo postrze-
ganie obiektéw. Moga rézni¢ sie tylko tym, co uwazaja za idealne. Z
geometrycznego punktu widzenia model rozwijania (unfloding) mo-
20 ze z tatwoscia doprowadzié¢ do niestabilnych rozwiazan. Dlatego, ze
opiera si¢ on na danych, ktore ograniczaja tylko podzbiér odleglosci, a
4 mianowicie odleglosci miedzy idealnymi punktami, a punktami obiek-
b towymi, ale nie odleglosci miedzy idealnymi punktami oraz réwniez
nie odlegtoéci miedzy punktami obiektu. Wybierajac model rozwija-
jacy nalezy réwniez rozwazy¢, czy naprawde chcemy zalozy¢, ze dane
sg porownywalne we wszystkich wierszach. W naszym przyktadzie
mozna watpié, ze preferencyjna wartosé¢ ”4” osoby 1 jest prawdziwie
rowna ’4” osoby 2. Jesli nie chcemy zalozy¢, ze jednakowe wartosci danych maja to samo znaczenie,
to odleglosé od idealnego punktu osoby 1 do punktu D nie powinna mie¢ takiej samej wartos¢ jak
odleglo$é od idealnego punktu osoby 2 do punktu A.
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1.7 Podsumowanie

MDS to rodzina wielu réznych wariantéw modeli. R6znia sie one sposobem, w jaki mapuja blisko-
Sci punktow i funkcjami odlegtosci, ktore wykorzystuja. Rozne funkcje mapowania zachowuja pewne
wlasgciwoéci danych, na przyklad szeregi danych w porzadkowych MDS-ach, wzgledne réznice dowol-
nych dwéch wartosci danych w przedzialowych MDS-ach lub stosunek danych w proporcjonalnych
MDS-ach. Najczesciej wybiera sie odlegtosci euklidesowe, jednak rowniez odlegtosci miedzy miastami
a wskaznikami dominacji sg wykorzystywane w modelowaniu psychologicznym. Niektére modele MDS
pozwalaja na uzywanie wielu bliskosci. Asymetryczne bliskosci moga by¢ obstugiwane przez model
dryftu. Popularnym modelem MDS jest model Indscal, ktéry przedstawia jedna wspélng przestrzen
danych i poprzez punkty na wykresie wagi wymiaréw tych danych. Kolejnym modelem MDS jest mo-
del rozwijajacy (unfloding). Korzysta on z danych dotyczacych preferencji, reprezentujacych M oséb
przez M punktéw idealnych we wspodlnej przestrzeni wraz z punktami dla réznych obiektéw wyboru.



