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1 Modele statystyczne, nadzorowana nauka, funk-
cje przyblizajace

Naszym celem jest znalezienie funkcji f (z), ktéra skutecznie przybliza
f(x) i opisuje zalezno$é pomiedzy zmiennymi wejscia i wyjscia. Prowadzi to
do funkcji regresji f(Y|X = z). Zbiér najblizszych sasiadéw moze by¢ po
prostu estymacja z warunkowej wartosci oczekiwanej, moze mieé¢ to jednak
dwie wady. Po pierwsze w przypadku duzego wymiaru przestrzeni wejécio-
wej, najblizsi sasiedzi nie muszg znajdowacé sie blisko punktu docelowego i
moze powodowaé¢ duze bledy. Drugim przypadkiem jest jesli wiadomo, ze
istnieje specjalna struktura, mozna to wykorzysta¢ do zmniejszenia zaréwno
skosnosé i wariancje.

Zakladamy, ze nasze dane powstaly z modelu statystycznego
Y =f(X)+e

gdzie blad jest niezalezny z X oraz E(e) =0

1.1 Nadzorowana nauka

Jako pierwszy zaprezentowany zostanie punkt widzenia uczenia maszy-
nowego na dopasowywanie funkcji. Dla uproszczenia zaktadamy, ze bledy sa
addytywne oraz model Y jest rozsadnym zalozeniem. Latwo opisaé¢ to na
przyktadzie nauczyciela. Obserwujemy badany system, zaréwno dane wej-
Sciowe, jak i wyjSciowe, i tworzy zbior uczacy obserwacji T = (x4, y;),1 =
1,..., N. Obserwowane wartosci wejSciowe do systemu x; sa réwniez wpro-
wadzane do sztucznego systemu, znanego jako algorytm uczacy sie. Ten
algorytm produkuje wartosci wyjsciowe f(x;) w odpowiedzi na dane wej-
$ciowe. Moze on modyfikowaé relacje f w odpowiedzi na réznice y; — f (x5).
Celem jest, aby po zakonczeniu procesu uczenia sig, sztuczne i rzeczywi-
ste wyniki byly na tyle bliskie, ze beda przydatne dla wszystkich zestawdw
danych wejsciowych, ktére mozna napotkaé¢ w praktyce.

1.2 Funkcje przyblizajace

Powyzsze podejécie jest rozwazane w matematyce stosowanej i statystyce
z perspektywy aproksymacji funkcji i estymacji. Pary danych (x;,y;) sa po-
strzegane jako punkty w (p + 1)-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Dla
wygody przyjmujemy, ze dziedzina jest RP, a naszym celem jest uzyskanie
skutecznego przyblizenia do f(x) dla wszystkich z na pewnym przedziale



RP.

Funkcje przyblizajace mozemy podzieli¢ na kilka klas, np. rozwiniecia za
pomoca liniowej bazy ze zbiorem parametréow 6

Zh’K eKa

gdzie hi(x) =
$ciowego .
Do wyestymowania zbioru 6 w fy mozemy wykorzysta¢ metode najmniej-
szych kwadratéw, minimalizujac sume reszt

m to zbidér funkcji lub transformacji wektora wej-

N

RSS(0) = > (yi — fo(z:))*,

i=1

jako funkcje od 6. Jest to rozsadne kryterium w przypadku modelu z ad-
dytywnym bledem. Taka sparametryzowang funkcje traktujemy jako po-
wierzchnie w przestrzeni RPH! | w ktérej obserwujemy zaszumione realizacje.
FLatwo to zaobserwowaé na przyktadzie w przestrzeni trojwymiarowej, gdzie
0§ pionowa opisuje zmienng wyjscia. Szukamy takiego zestawu parametréw
0, zeby dopasowana powierzchnia byla jak najblizej obserwowanych punk-
téw, a blisko$¢é mierzona jest wlasnie za pomoca RSS(0).

J’




bardziej uogdlnionym rozwiazaniem jest szacowanie najwiekszej wiary-
godnoéci. Na obserwowanej probce stosujemy nastepujaca metode

N
L(9) = Z logPry(yi),
i=1

gdzie Prg(y;) to gesto$¢ indeksowana po pewnym parametrze 6. Ta metoda
za najbardziej sensowne rozwiagzanie uznaje to, dla ktérego prawdopodo-
bienstwo obserwowanej probki jest najwieksze.

2 Strukturalne modele regresji

Powyzsze metody moga napotkaé¢ problemy w przypadku zwiekszenia
wymiaru. Dlatego teraz wprowadzimy klasy ustrukturyzowanych podejéé. Z
kazda klasg jest powigzany jeden lub wiecej parametrow, czasami nazywane

odpowiednio parametrami wygladzania.

2.1 Kara za nieregularno$¢ i metody bayesowskie

Pierwsza klasa funkcji jest kontrolowana przez kare na RSS(f)
PRSS(f;\) = RSS(f) + MNJ(f)

Odpowiednie J(f) bedzie mialo duze wartosci dla funkcji f, ktére znacz-
nie sie r6znig na malych obszarach przestrzeni wejsciowej. Funkcje kary J
mozna konstruowaé dla funkcji w dowolnym wymiarze, a ich specjalne wersje
moga by¢ tworzone w celu narzucenia specjalnej struktury. Np. dodatkowe
kary J(f) = ?:1 J(fj) sa uzywane w polaczeniu z funkcjami addytyw-
nymi f(X) = Z§:1 fj(X;) do tworzenia modeli addytywnych z gladkimi
funkcjami dla wspoétrzednych. Funkcja kary oraz metody regulowania po-
kazuja, ze funkcje, ktérych szukamy, zachowuja sie, jak funkcje gladkie i

zazwyczaj moga by¢ rzutowane w ramach bayesowskich.

Kara J pochodzi z rozktadu apriori, a PRSS(f; \) aposteriori, zatem zmi-
nimalizowanie PRSS(f;\) sprowadza sie do znalezienia trybu post.

2.2 Metody jadra i regresja lokalna

Te metody szacuja funkcje regresji lub warunkowej wartosci oczekiwanej
poprzez okreslenie charakteru sasiedztwa lokalnego, a takze za pomoca klas
funkcji dopasowanych lokalnie. Natomiast lokalne sasiedztwo jest okreslone
przez funkcje jadra np. dla jadra Gaussa ma funkcje wagi oparta na gestosci

1 x — xol[?
Kx(wo, ) = N\ P <||2)\0H> .



Parametr \ odpowiada wariancji i kontroluje szeroko$¢ otoczenia. Najprost-
szg forma oszacowania jadra jest érednia wazona Nadaraya-Watsona opisana
wzorem
Flzo) = iy Ka(zo, 2i)yi
S Ka(wo, i)

Zdefiniujemy f;(xo) jako funkcje przyblizajaca f(xo), gdzie 6 minimalizuje

N
RSS(fg, o) = ZK)\<$07371’)(%' - f@(xi))Zv

i=1
a fp jest sparametryzowana funkcja, np. wielomianem niskiego rzedu.

Metode najblizszego sasiada mozna traktowaé jako metode jadra z rozsze-
rzeniem metryki, przez co jest bardziej zalezna od danych. W rzeczywistosci,
metryka k-najblizszych sasiadéw to

Ki(,20) = I([|z = zol| < [[z@w) = zol]),

gdzie z(y), to k-ty element, sortujac po odleglosci od zo.
W wyzszych wymiarach te metody musza by¢ zmodyfikowane.

2.3 Funkcje bazowe

Ta klasa metod obejmuje znane rozwiniecia liniowe i wielomianowe, ale
co wazniejsze, szeroka game hatdziej elastycznych modeli. Model dla funkcji
f jest liniowym wyrazeniem na funkcjach bazowych

M
fo(z) = Z Omlim (),
m=1

gdzie h,, jest funkcja wejscia dla x, a parametry 6 sg liniowe.

Dla jednowymiarowego wektora x, wielomianowe splajny stopnia K moga
by¢ prezentowane jako sekwencja M splajnéw bazowych z M — K weztami. W
wyniku pomiedzy weztami dostajemy funkcje, ktére sa wielomianami stop-
nia K i lacza sie ciggle.

Jako przyktad mozemy rozwazaé funkcje liniowe na odcinkach miedzy we-
zlami. Intuicyjna baza jest wtedy bi(x) = 1, ba(z) = x, bpta(z — tm)+,
m=1,...,M — 2, gdzie t,, to m-ty wezel, a z; oznacza czes¢ dodatnig.
Wtedy parametr 6 moze by¢ calkowitym stopniem wielomianu lub w przy-
padku splajnéw liczba, weztow.



3 Wybér modelu oraz kompromis obcigzenia i wa-
riancji

Wszystkie modele wyzej opisanie mialo parametr wygtadzania lub zlo-
zono$ci, m.in. mnoznik wymiaru kary, szeroko$¢ jadra, czy ilos¢ funkcji ba-
zowych.

Dopasowanie regresji k-najblizszego sasiada fi(zo) pokazuje sily celownicze,
ktore wpltywaja na zdolnos¢ przewidywania takich przyblizen. Zatézmy, ze
dane pochodza z modelu Y = f(X) + ¢, gdzie E(e) = 0 i Var(e) = o2
Dla uproszczenia zakladamy, ze wartosci x; w probce sa z gory ustalone.
Wtedy oczekiwany btad prognozowania w punkcie xg, znany réwniez jako

blad testowy wyrazamy nastepujaco
EPEj(x0) = E[(Y — fi(w0))*| X = ]

= 0% + [Bias®(fi(x0)) + Var(fi(zo))]
2

1 o
=0+ [f(zo) — %Z;f(ﬂ”(l))]2 + o5

Pierwszy sktadnik 2 jest nieredukowalny. Mamy natomiast wptyw na drugi
i trzeci sktadnik, czyli obciazenie i wariancje. W przypadku obciazenia war-
tos¢ oczekiwana uérednia losowosé danych uczacych sie. W wiekszosci przy-
padkéw ta wartosé bedzie przyrastaé razem z k. Dla matego k kilku najbliz-
szych sasiadéw bedzie mialo wartosci f(x(;)) bliskie f(xo), wigc ich $rednia
powinna byé bliska f(xg). Gdy k rosnie, sasiedzi sa coraz dalej, a wtedy
wszystko moze si¢ zdarzy¢.
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Wariancja maleje jako odwrotno$¢ k. Zatem, gdy k sie zmienia, istnieje kom-
promis miedzy obciazeniem, a wariancja.
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