Estymacja jadrowa gestosci
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1 Wprowadzenie

Rozwazmy na poczatku jednowymiarowa zmienng losowa o rozkladzie opisanym poprzez nieznana gestosé f.

Niech z1, x2, ..., , bedzie proba z tego rozkladu. Czesto uzywanym estymatorem f jest histogram.
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Rysunek 1: Przykladowe histogramy z rézna liczba klas. Ciaglym czarnym wykresem pokazano prawdziwa
gestosé rozktadu.

Zauwazmy, ze dla kazdej realizacji préby, histogram jest gestoscia pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.
Jak widzimy na Rysunku 1, gdy roénie liczba klas histogramu, to zwieksza sie takze dokladnosé przyblizenia
gestoéci rozkladu. Niestety, w zadnym przypadku histogram nie jest funkcja ciagla, co mozna uznaé za wade
tego estymatora. Czasami wiadomo bowiem, Ze estymowana gestosé jest regularna, np. jest klasy C2(R). Tej
wady pozbawiony jest estymator jadrowy gestosci.



2 Definicja i interpretacja

Niech z1, z32, ..., z, bedzie préba losowa z rozkladu zmiennej losowej o nieznanej gestosci f. Estymator
jadrowy gestosci, wyznaczony na podstawie tej préby, definiujemy wzorem:

o) = n,llZK (52). )

gdzie n € N oznacza licznosé proby, ciag dodatnich liczb (h,,) okreslony jest jako wspdlczynnik wygladzania,
ktéry spelnia warunki lim h, = 0 oraz lim nh, = oo, a K: R — [0,00) jest mierzalna funkcja nazywana

n—oo n—oo

jadrem, spelniajaca nastepujace warunki:

. /RK(x)dx: 1,

e K jest symetryczna wzgledem zera, tzn. K(z) = K(—z) V& € R,
e K posiada w x = 0 slabe maksimum globalne, tzn. K(0) > K(z) Vz € R.

Te wlasnosci zapewniaja, miedzy innymi, ze dla kazdej realizacji proby, estymator jadrowy jest gestoscia
pewnego rozkladu prawdopodobienstwa.

W przypadku gdy mamy do czynienia z pojedyncza obserwacja x;, funkcja K, przesunieta o wektor x;
oraz wygladzona parametrem h,,, przedstawia szacowany rozklad zmiennej losowej X, przy zalozeniu, ze
przyjeta ona warto$é¢ x;. Kiedy mamy do czynienia z n—elementowa realizacja x1, o, ..., T, naszej zmiennej

losowej X, rozklad wtedy jest szacowany przez sume tych pojedynczych. Wspdlczynnik v standaryzuje
nhy,

otrzymang funkcje, aby zachodzil warunek

/ fla)de =1, (2)
R

co jest podstawowym zadaniem gestosci rozkltadu prawdopodobiefistwa.
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Rysunek 2: Przyktad jadrowego estymatora gestoéci dla zmiennej losowej jednowymiarowej z uzyciem jadra
normalnego.

Na Rysunku 2 punkty, ktére oznaczaja realizacje proby pokazano kolorem czerwonym. Estymowana ge-
stos¢ przedstawiono czarnym przerywanym wykresem. Dla poréwnania, prawdziwa gesto$é zmiennej losowej
skad pochodzi préba, zilustrowano ciemnoniebieskim ciaglym wykresem.



3 Wybér postaci jadra

Najpopularniejsze jadra jednowymiarowe razem ze wzorami.
Pierwszym z jader, ktére zastuguje na uwage jest tak zwane jadro Epanecznikowa. Wyraza sie ono nastepu-
jacym wzorem:

~(1-2%, zel[-1,1],
, x € (—o0,—1) U (1,00).

K(z) = (3)

O w

Jadro Epanecznikowa wywodzi sie z pewnej rodziny jader, ktére maja nastepujaca postaé:

1 2
K=o " e el (4)
0, x € (—oo, —1) U (1, 00),

gdzie k jest liczba catkowita nieujemna, a vy jest pewna stala, ktéra mozna wyliczy¢ z nastepujacego wzoru:
1
v = 2/ (1 — 22~ dx. (5)
0
Zauwazmy, ze podstawiajac k = 0 otrzymujemy tak zwane jadro jednostajne:

x € [-1,1],
z € (—o0,—1)U(1,0).

1
K(z)={72 (6)
07

Kiedy podstawimy k& = 1 otrzymamy wspomniane juz jadro Epanecznikowa, natomiast gdy k = 2, dostajemy
tak zwane jadro dwuwagowe:

Ko D-a2, zel-11]

0, x € (—oo,—1) U (1, 00).

(7)

Moze dojsé do sytuacji, w ktérej zalezy nam, aby nasz estymator fposiadal pochodne dowolnego rzedu. W
takiej sytuacji, najlepszy wybor to jadro normalne, czyli:

K(z) = \/%exp <_‘"”22) . (8)

Czasami moze sie zdarzy¢, iz posiadamy dodatkows informacje skad pochodzi nasza préoba. Na przyktad jesli
wiemy, ze pochodzi ona z rozktadu normalnego, wtedy warto przyja¢ jadro normalne do tworzenia naszego

estymatora. W praktyce najczeéciej wybierane jest wlasnie jadro normalne, poniewaz funkcja e* ma wiele
dobrych wtasciwosci.



4 Dobér parametru wygtadzania
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Rysunek 3: Lewy gérny réog — zbyt mala wartos¢ h. Prawy goérny rég — zbyt duza warto$¢ h. Na dole —
odpowiednia wartos¢ h. Kolorem czarnym na wszystkich trzech wykresach zaznaczono prawdziwa gestosc.

Ogdlnie, standardowym kryterium oceny jakosci estymatoréw jest tzw. kryterium bledu sredniokwadra-
towego. W przypadku gdy estymujemy parametr rzeczywisty b, gdzie naszym estymatorem jest b, wartosé
tego bledu, oznaczanego jako MSE, mozemy policzyé¢ ze wzoru:

o~

MSE = E((b — b)?). (9)
Wzér (9) mozemy zapisaé jako:

MSE = (E() - b) * 4 Var(h) = [Bias(b)| * 4 Var(d). (10)

Wartosé MSE jest wiec sumg kwadratu obciazenia estymatora b oraz jego wariancji. W przypadku gdy esty-
mujemy gestosé rozkladu prawdopodobienstwa, warto$¢ MSE w ustalonym punkcie x € R mozemy obliczy¢
nastepujaco:

MSE, = B ([f(x) - f(x)]?) (1)
lub réwnowaznie:

MSE, = (E(F(2) ~ () + Var(f(a)) = [Bias(Fa))] "+ Var(F(a)). (12

gdzie f jest estymatorem gestosci rozkladu naszej zmiennej losowej, o gestosci prawdopodobienstwa f. Cal-
kowita jako$¢ estymacji mozemy zmierzy¢ catkujac MSEy, po calej przestrzeni zmiennej losowej. Warto$é
takiej operacji, okreélana jest jako scalkowany blad sredniokwadratowy i jest réwna:

MISE = /E ([f(a;) - f(x)]Q) dz. (13)



Dzigki temu mozemy otrzymac teoretycznie optymalna wartoé¢ parametru wygtadzania, tzn.

W(K) > .
Bopt = | =l ) =3, 14
= (wwrem (4
gdzie U(K) = /x2K(x) dr, W(K)= /KQ(:U) de, Z(f) = /(f”(x))2dx.
Niestety jednak, ta warto$é¢ zalezy od nieznanej wartosci Z(f) = [ (f”(x))? dz, dlatego w wiekszoéci sytuacji

powyzszy wzér nie jest przydatny. Mozemy go jednak wykorzystaé, jesli wiemy, z jakiej rodziny rozkladéw
pochodzi nasza préba. Wtedy mozemy estymowacé nieznana warto$é Z(f). Skutkiem tego, otrzymamy opty-
malna warto$¢ parametru wygtadzania.

5 Cross—Validation

Kolejng dosyé¢ znang metoda znalezienia optymalnego h jest cross—validation. Jej pomyst opiera sie na dzie-
leniu naszej proby na k € N réwnolicznych (ewentualnie niemal réwnolicznych) roztacznych pozdbioréw. Po
tym podziale tworzy sie 2 rozlaczne zbiory; zbidr uczacy i testowy. Zbiér uczacy sklada si¢ z k — 1 utwo-
rzonych wczesniej podzbioréw, a zbiorem testowym jest jeden nie wybrany. Na zbiorze uczacym tworzy sie
model z ustalona pewng szeroko$cia okna, nastepnie sprawdza si¢ jak ten model pasuje do zbioru testowego,
liczac wartosé btedu MISE. Procedure tworzenia zbioréw uczacego i testowego powtarza sie k razy, za kazdym
razem zmieniajac zbiér testowy. Kazdej badanej szerokosci okna przypisuje sie warto$é¢ zsumowanych bledéw
MISE uzyskanych na k zbiorach testowych. Ostatecznie trzeba wybraé to h, dla ktérego warto$¢ sum MISE
jest najmniejsza.
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Rysunek 4: Jak rozumieé¢ cross—validation



