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Woprowadzenie

» T. Hastie, R. Tibshirani, J. Friedman, The elements of statistical
learning

» Rozdziat 3: Linear Methods for Regression

» W szczegdlnosci: podrozdziat 3.3 Subset selection



Regresja liniowa

Zaktadamy, ze E(Y|X) jest funkcja liniowa znanych zmiennych X
(zmiennych objasniajacych).

E(Y|X) = X

P
E(Y|X) = Bo+ Y. XiB;
j=1



Model liniowy

Y = XB +¢e,e ~ N(0,0?)

» przy uwzglednieniu mozliwych przeksztatcen zmiennych moze
obrazowa¢ bardzo szeroki zakres zaleznosci - zamiast kazdej
rozpatrywanej zmiennej X; mozemy uwzgednic¢ jej przeksztafcenie:
X2, log(X)...

> tatwy w interpretacji

» sprawdza si¢ na niewielkich zbiorach danych, w przypadku danych
rzadkich (sparse data) oraz w przypadku wystepowania wyjatkowo
duzego szumu (low signal-to-noise ratio)



Model liniowy: estymacja

Y=XB+¢
Y = X3
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Metoda najmniejszych kwadratéw: rzut ortogonalny

y




Metoda najmniejszych kwadratéw: estymator

Dla:
» (X;,Y;) - niezaleznych, wylosowanych z populacji (lub, co najmniej,
Y; warunkowo niezaleznych przy danych X;)

» X - macierzy petnego rzedu kolumn (stad X7 X jest dodatnio
okreslona)

Mamy jedyne rozwigzanie:
B=XTX)xTy

Stad predykcje: . .
Y =X3=XX"X)"1XTy

gdzie H = X(XTX)71XT tzw. hat matrix jest macierza rzutu.



Przyktad: dane dotyczace rozwoju raka prostaty

Predyktory:

» Icavol - logarytm objetosci raka (guza)

> lweight - logarytm wagi prostaty

> age - wiek

> Ibph, svi, Icp, gleason, pggdh - wyniki réznych badan powigzanych

z rozwojem choroby

Zmienna objasnianga jest Ipsa - poziom antygenu specyficznego dla
prostaty



Przyktad: dane dotyczace rozwoju raka prostaty

Term  Coefficient  Std. Error  Z Score
Intercept 2.46 0.09 27.60
lcavol 0.68 0.13 5.37
lweight 0.26 0.10 2.75
age —0.14 0.10 —1.40

1bph 0.21 0.10 2.06

svi 0.31 0.12 2.47

lcp —0.29 0.15 —1.87
gleason —0.02 0.15 —0.15
pee4b 0.27 0.15 1.74




Przyktad: dane dotyczace rozwoju raka prostaty

trainset
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Przyktad: dane dotyczace rozwoju raka prostaty

testset

Ipsa
w

Icavol



Estymator OLS: obciazenie i wariancja

Twierdzenie Gaussa - Markova méwi, ze estymator OLS ma
najmniejsza wariancje spo$réd estymatoréw liniowych nieobcigzonych.
Na podstawie ponizszej réwnosci:

MSE(3) = E(3 — B)° = Var(B) + bias(f)

wnioskujemy, ze najmniejsza wariancja implikuje réwniez najmniejszy
btad w klasie modeli nieobcigzonych.



Obciazenie, wariancja i ztozono$¢ modelu

Closest fit in population

Realization
4.\ |
/| Closestfit
,” I
Truth N MODEL
. I SPACE
Model bias/\ ‘.“
Estimation Bias | Shrunken fit
Estimation 4_7 -

Variance

RESTRICTED
MODEL SPACE



Obciazenie, wariancja i ztozono$¢ modelu

Prediction Error
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Metody redukcji wariancji

Autorzy Elements of Statistical Learning wyrdzniaja dwa gtéwne sposoby
redukcji wariancji:

» uzycie podzbioru zmiennych (subset selection, ograniczenie ich liczby
to niezbednego minimum

» metody regularyzacyjne (shrinkage methods) typu LASSO

Warto podkresli¢, ze wyznaczenie podzbioru zmiennych czesto nie jest
réwnowazne wytonieniu zmiennych istotnych - zmienne istotne, ale
majace stosunkowo nieduzy wptyw na predykcje moga zostaé usuniete w
celu zbicia liczby estymowanych parametréw i, co za tym idzie, wariangji.



Best subset

Najbardziej podstawowa, ale, w wiekszosci rzeczywistych przypadkéw,
mato wydajng metoda wyboru najlepszego podzbioru zmiennych jest
skonstruowanie modeli dla wszystkich mozliwych kombinacji, poréwnanie
ich dopasowania i wybranie spo$réd tych kombinacji optymalnej.



Przyktad: ponownie rak prostaty
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Forward stepwise (forward selection)

1. Zaczynamy od modelu zerowego z samym wyrazem wolnym
(interceptem)

2. W kazdym kroku sprawdzamy efekt dodania kazdej z pozostatych
zmiennych i dodajemy jedna z nich - t3, ktéra w najwiekszym
stopniu poprawia dopasowanie modelu

3. Procedura konczy sie w momencie, gdy dodanie zadnej z kolejnych
zmiennych nie poprawia znaczaco dopasowania modelu

4. Efektem kohncowym jest ciag modeli opartych na zagniezdzonych
podzbiorach zmiennych rozmiaru od 1 do k



Backward stepwise (backward selection/elimination)

1. Zaczynamy od modelu petnego z wtaczonymi wszystkimi

2. W kazdym kroku sprawdzamy efekt usuniecia kazdej z pozostatych
w modelu zmiennych i usuwamy jedna z nich - t3, ktéra w
namniejszym stopniu pogarsza dopasowanie modelu

3. Procedura konczy si¢ w momencie, gdy usunigcie ktérejkolwiek ze
zmiennych pozostatych w modelu pogarsza znaczaco dopasowanie

4. Efektem koncowym jest ciagg modeli opartych na zagniezdzonych
podzbiorach zmiennych rozmiaru od k do 1



Forward, backward, stepwise..

backward
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Kryteria w metodach typu stepwise

» test F (poréwnujacy dopasowanie modelu i modelu w nim
zagniezdzonego), test t (istotnosci zmiennej w modelu)

» kryteria informacyjne: AIC, BIC...
> R?, G,
» FDR - false discovery rate



Krytyka

> wielokrotnie wykonywane testy stuzace za kryterium eliminacji lub
dodawania s3 obcigzone i stosowanie ich jako obiektywnej miary
oceny bez uwzglednienia kontekstu modelu wedtug niektérych jest
naduzyciem (zjawisko tzw. data dredging)

» modele uzyskane procedurami typu stepwise maja tendencje do
bycia nadmiernie uproszczonymi

towardsdatascience.com » stopping-... ¥ Ttumaczenie strony

Stopping stepwise: Why stepwise selection is bad and what ...

Stepwise selection alternates between forward and backward, bringing in and removing
variables that meet the criteria for entry or removal, until a stable set of ...



Forward stagewise

Forward stagewise prezentuje zupetnie inne podejécie niz metody typu
stepwise - nie wybiera miedzy najlepszymi dopasowaniami, nie korzysta z
estymacji OLS. Jest metoda iteracyjna, w ktérej stopniowo zwiekszamy
wspotczynniki zmiennych najbardziej skorelowanych z aktualnym
wektorem warto$ci resztowych (residuals).



Forward stagewise: kroki

1. Startujemy z modelu ze wspdtczynnikami wszystkich zmiennych
réwnymi 0. Rozwazamy [i - estymator Y w danej iteracji. Przed
rozpoczeciem algorytmu centrujemy wszystkie zmienne.

2. W kazdym kroku tworzymy wektor korelacji ¢(fi) zmiennych X z
aktualnymi wartosciami resztowymi Y — [i. Wybieramy zmienng z
najwieksza korelacja.

3. Powiekszamy wartos¢ fi dodajac warto$¢ wybranej zmiennej X;
przemnozona przez maty wspétczynnik, tj:

fi— i+ e sign( () - X;

gdzie € jest ustalonym parametrem, wielkoscig kroku.



Poréwnanie
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Dane o raku prostaty: model zredukowany

reduced model predictions (trainset)
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Dane o raku prostaty: model zredukowany

reduced model predictions (testset)
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Dane o raku prostaty: metody doboru podzbioru vs.

metody alternatywne

Term LS  Best Subset Ridge Lasso PCR PLS
Intercept 2.465 2477 2,452 2.468 2.497 2.452
lcavol 0.680 0.740 0.420  0.533 0.543 0.419
lweight 0.263 0.316 0.238  0.169 0.289 0.344
age —0.141 —0.046 —0.152  —0.026

lbph 0.210 0.162  0.002 0.214 0.220

svi 0.305 0.227  0.094 0.315 0.243

lep —0.288 0.000 —0.051 0.079
gleason —0.021 0.040 0.232 0.011
pggds  0.267 0.133 —0.056  0.084
Test Error 0.521 0.492 0.492  0.479 0.449 0.528
Std Error 0.179 0.143 0.165 0.164 0.105 0.152




