KRYTERIA INFORMACYJNE

ALEKSANDER MILACH

27 kwietnia 2021

ALEKSANDER MILACH UNIWERSYTET W ROCLAWSKI

KRYTERIA INFORMACYJNE



PROSTY MODEL LINOWY
Rozwazmy model liniowy
Y = X3+,

gdzie Y to wartosci zmiennej objasnianej, macierz X jest znane, €
to nieznany wektor szumu o rozktadzie N(0, c2), a 3 to nieznany
wektor parametréw, ktéry chcemy estymowaé. Pierwszym
standardowym podej$ciem, jest metoda najmniejszych kwadratéw,
ktéra w tym przypadku daje ten sam wynik, co estymacja metoda
najwiekszej wiarogodnosci. Otrzymujemy wéwczas wzor

BOLS — (X/X)_IX/Y.
Ten znany estymator ma dobre wtasnosci, w szczegélnosci jest on

nieobcigzony i ma rozktad normalny 3 ~ N(3, 02(X'X)1).
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PROBLEMY PRZY ROSNACEJ LICZBIE ZMIENNYCH

Zauwazmy najpierw, ze gdy p zbliza sie do n, rosnie wariancja
estymatora. Za jej wartos¢ beda odpowiadaty wartosci na
przekatnej macierzy (X’X)~!, zatem w przypadku, gdy wartosci na
przekatnej macierzy X’'X beda bliskie zeru, wariancja estymatora
moze bardzo wzrosngé. Skutkowa¢ to bedzie spadkiem mocy testu
na istotnos¢ wspétczynnika dla danej zmiennej, nawet do ustalonej
wartosci prawdopodobienstwa btedu pierwszego rodzaju - nasz
model bedzie wykrywat bardzo mato zmiennych i wiele z nich
bedzie fatszywymi odkryciami.
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KLASYCZNE KRYTERIA INFORMACYJNE

Pewnym rozwigzaniem powyzszych probleméw sa kryteria
informacyjne. Stosujemy je w nastepujacy sposéb. Dla ustalonego
zbioru modeli obliczamy wartos¢ kryterium, poczym wybieramy
model, dla ktérego wartos¢ kryterium jest najmniejsza. Dwa
najstarsze i najbardziej znane to AIC i BIC.
AIC(B) = —2log(L(B)) + 2k

BIC(f) = —2log(L(5)) + k log(n),
gdzie k to ilos¢ niezerowych wspotrzednych wektora
wspotczynnikéw 5. Pierwszy sktadnik odpowiada za jakos¢
estymacji, natomiast drugi ma za zadanie ograniczac¢ ilos¢
zmiennych w modelu.
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PROBLEM ILOSCI POROWNYWANYCH MODELI

W powyzszym przyktadzie poréwnaliémy ze soba 5 narzuconych
modeli przy pomocy AIC. W szczegélnosci nie mamy podstaw do
uwazania, ze wsréd nich jest optymalny model wzgledem naszego
kryterium. Aby znalez¢ najlepszy model powinni$my sprawdzi¢
wszystkie mozliwe modele. Jest ich 2P, poniewaz kazda z p
zmiennych mozemy uznaé za istotna badz nie.

llos¢ modeli bardzo szybko rosnie wraz z p i dla p > 50 obliczenie
wartoscéi kryterium dla kazdego z nich jest wtasciwie niemozliwe,
przez czas wykonania odpowiednich obliczen.
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PROBLEM ILOSCI POROWNYWANYCH MODELI C.D.

W praktyce stosuje sie metody, ktére z duzym
prawdopodobiefistwem znajduja modele optymalne, badz niewiele
réznigce sie od optymalnych.

o procedura forward - startujemy z pustego modelu i dodajemy
zmienne pojedynczo w taki sposéb, aby w kazdym kroku
maksymalnie poprawia¢ wartosé kryterium

@ procedura backward - startujemy z modelu ze wszystkimi
zmiennymi i usuwamy zmienne w taki sposéb, aby w kazdym
kroku maksymalnie poprawia¢ wartos¢ kryterium

@ procedura stepwise - na zmiane dodajemy i usuwamy zmienne
zgodnie z powyzsza reguty
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WabDy AIC 1 BIC

Przypus¢my, ze macierz planu X jest ortogonalna i przeskalowana
tak, ze XTX = I,x,. Pomimo tego, ze szanse, ze w rzeczywistych
danych do tego dojdzie sa bardzo niewielkie, na tym prostym
przyktadzie najtatwiej pokaza¢ wady AlIC i BIC, ktére wystepuja w
ogélniejszych przypadkach. Dzieki orgotonalnosci zmienne
objasniajace s od siebie niezalezne, a wzdér na wartosé
wspotczynnika odpowiadajacego zmiennej obliczonego przy pomocy
metody najmniejszych kwadratéw sprowadza sie do Bj = XJ-TY,
gdzie X; jest kolumng macierzy X. Wéwczas powyzsze estymatory
maja rozkfad normalny N(B;, 02), a hipotezy 3; = 0 przeciwko

Bj # 0 testujemy przy pomocy statystyki Z; = \/EBAJ‘/U, ktéra przy
hipotezie ma rozkfad standardowy normalny.
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W tej sytuacji sktadnik log-wiarogodnosci ma postac¢:

P
—2log(L(B)) = c+lly—=>_ X;Bj|*/o* = c+(Y=XB) (Y-XB)/o® =
j=1

= c+ (Y'Y +BXXB=2Y'XB)/0? = c+ (YN + B F—20'B))o? =
=c+(YY=3PB)/o®=c+(YY-BI?)/o*



Wabpy AIC 1 BIC c¢.D.

Zatem dodanie do modelu zmiennej X; zmniejsza sktadnik
log-wiarogodnosci o BAJ?/UZ, a zwieksza kare o 2. Korzystajac z
rozktadu estymatora mamy, ze wartos$¢ kryterium AIC zmaleje, gdy
wartos¢ bezwzgledna estymatora bedzie wieksza niz /2. Oznacza
to, ze prawdopodobienstwo btedu pierwszego rodzaju wynosi

2(1 — ®(1/2)) = 0.157. Dodanie zmiennej do modelu odbywa sie
niezaleznie od tego, ile zmiennych juz zostato do niego wybranych,
a ilos¢ fatszywych odkryé rosnie liniowo z p.
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Wabpy AIC 1 BIC c¢.D.

Podobnie przy ortogonalnosci macierzy planu zachowuje sie BIC. Z
analogicznych rozwazan otrzymamy, ze wartos¢ kryterium zmaleje,
gdy wartos$¢ bezwgledna estymatora bedzie wieksza niz \/log(n) o.
Prowadzi to do prawdopodobienstwa btedu pierwszego rodzaju na
poziomie 2(1 — ®(4/log(n))). Przyktadowo dla n = 100 jest to
0.032.

Mimo tego kryterium BIC ma pewng przewage, jest zgodne, przy
n — oo prawdopodobienstwo btedu maleje do zera.
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RIC

W zwiazku w wadami standardowych metod zaszta potrzeba
znalezienia nowych kryteriéw o uzytecznych witasnosciach w
przypadkach, gdy n ~ p. Pierwszym rozwiazaniem byto kryterium
RIC postaci

N N

RIC(B) = —2log(L(B)) + 2k log(p)

Sprawdzajac, podobnie jak dla powyzszych kryteriéw,
prawdopodobieristwo btedu pierwszego rodzaju w sytuac;ji
ortogonalnej dochodzimy do zaleznosci |5;| > /2 Tog p.

Dla rosnacego p warto$¢ bezwzgledna estymatora musi by¢ coraz
wieksza, aby zmienna zostata wtaczona do modelu, réwnowaznie
prawdopodobiefistwo btedu pierwszego rodzaju maleje.
Konsekwentnie, frakcja fatszywych odkry¢é maleje do 0, jednak
bardzo wolno ze wzgledu na pojawiajacy sie czynnik log p.
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W praktyce dla p = 10 family wise error rate (FWER), czyli
prawdopodobientwo uzyskania niezerowej liczby fatszywych odkryé
wynosi 0,35, a dla p = 1000 nadal okoto 0,2.




MBIC

Uzyteczna w praktyce okazata sie dopiero nastepujaca modyfikacja
BIC:

N A

mBIC(B) = —2log(L(B)) + klog n + 2k log(p/E)

mBIC taczy kary BIC i RIC. Dzieki temu dla duzych wartosci n
czynnik z kryterium BIC bedzie odpowiadat za minimalizowanie
prawdopodobiefistwa btedu pierwszego rodzaju, zas dla duzego p
bedzie to kara z kryterium RIC.
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MBIC c.D.

Stata E jest oczekiwang liczba istotnych zmiennych w naszym
modelu, gdy nie zaktadamy zadnej konkretnej ilosci istotnych
zmiennych nalezy przyja¢ E = 4. Juz dla tego ogdlnego przypadku
kryterium osiaga lepsze wyniki w symulacjach.

Dla n = 150 juz dla p > 10 FWER jest kontrolowane na poziomie
0,1, dla p = 1000 otrzymujemy ograniczenie na poziomie 0,065,
natomiast dla n = 500 FWER jest mniejsze niz 0,05 dla p > 10 i
mniejsze niz 0,035 dla p = 1000.
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MBIC2

Powyzsze kryterium mozna zmodyfikowa¢, aby osiggato minimalne
wartosci frakgji fatszywych odkry¢ (FDR), nie zas FWER jak
powyzej. Kryterium realizujgcym te wihasnos¢ jest mBIC2.

A A

mBIC2(5) = —2log(L(B)) + klog n + 2k log(p/E) — 2 log k!

Zauwazmy, ze w tym przypadku zmniejszamy kare w stosunku do
mBIC, wtasnie ze wzgledu na osiagniecie jak lepszej kontroli FDR.
Dziafanie to znajduje uzasadnienie teoretyczne w zwigzku z korekta
Benjaminiego - Hochberga na wielokrotne testowanie. Kryterium
mBIC osigga kontrole FDR na poziomie zaleznym od n -

FDR,~ (nlog n)~/2. Zatem dla n = 100 spodziewamy sie kontroli
FDR na poziomie okoto 0,1, dla n = 1000 na poziomie 0,031.
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| AIC | BIC | mBIC | mBIC2
1 ‘ 1 ‘ 0,25 ‘ 1

Moc
FDR

0,64




SYMULACJE DLA MBIC2

We wszystkich symulacjach rozwazamy model regres;ji liniowej dla
n = p =500, btad € pochodzi z rozktadu normalnego N(0, /), k -
liczba niezerowych wspétczynnikéw wektora 5 przyjmuje wartosci
k € {10, 20, 40,60, 80,100}. Wyrézniamy dwa poziomy sity
sygnatu. Staby sygnat utozsamiamy z wektorem [ postaci:

BL=PB2=..=pFc=132logp

natomiast silny sygnat z

Br=P2=..= k=2 2logp.

Rozwazamy dwa przypadki: niezaleznych zmiennych objasniajacych,
gdzie ¥ = | i skorelowanych zmiennych objasniajacych, gdzie
Z;,j:]., gdyi:jiZ,-J-:O,S, gdyi#j.

ALEKSANDER MILACH UNIWERSYTET W ROCLAWSKI

KRYTERIA INFORMACYJNE



FDR_NoCorr_Weak FDR_Corr_Weak

|+ mBIC2 |+ mBIC2
= |+ MBIC2x © |+ MBIC2x
= _| = _|
= (=]
o |t — - % o | -
= T T T T T = T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 &0 80 100
FDR_NoCorr_Strong FDR_Corr_Strong

08
|
.
=
o
B
0.8
|
.
=
o
S




Power_NoCorr_Weak Power_Corr_Weak

< _| o _|

=1 =

= _| = _|

=1 =

(= o |

= = T T T T T
20 40 &0 80 100

Power_Corr_Strong

o | o + mBIC2

= = - * MBIC2x

= | = _|

=1 =]




FDR_NoCorr_Weak FDR_Corr_Weak

= g =
i = MBIC2 - * MBIC2
- + K(MBIC2) -> L0 - + kK(MBICZ2) -= L0
= | * perfect LO = | * perfect LO
o | o |
= =
= | = |
P=1 =
ea | e |
=1 =1
= _| = - = _|
< T T T T T = T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 B0 80 100
FDR_NoCorr_Strong FDR_Corr_Strong
= g =
e * MBIC2 - + MBIC2
* KMBIC2) > L0 * K(MBIC2) -> L0
= perfect LO - * perfect LO

00 02 04 08 08
| |

00 02 04 08 08
|




1.0

00 02 04 06 08

10

00 02 04 08 08

Power_NoCorr_Weak

LR

mBIC2
K(MBIC2) -> L0
perfect LO

T T T T
20 40 60 80

Power_MNoCorr_Strong

LR )

100

1.0

00 02 04 06 08

10

00 02 04 08 08

Power_Corr_Weak

* MBIC2

P —
i S

* MBICZ
+ K(MBIC2) > L0
* perfect LO

20 40 B0 80




CDN.




