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Dane: y,x1, Xnxp, k

1
mﬁin 5||y — XP||3 takie, ze ||Blo < k




MIESZANA CALKOWITOLICZBOWA OPTYMALIZACJA
KWADRATOWA

Mieszana catkowitoliczbowa optymalizacja kwadratowa (ang. mixed
integer quadratic optimization - MIO) jest zbiorem probleméw
opisanych nastepujacym wzorem:
min o' Qa+a'a
takie, ze Aa < b
aj€{0,1}, i€z,
Oéj Z 07 J §é Zv

gdzie a € R™, Ac R**™ b c Rk oraz Q € R™*™ nieujemnie
okreslona s3 danymi parametrami. Wektor o € R™ zawiera wartosci
dyskretne dla «j, i € Ziciagte dla o ¢ Z, przy Z C {1, ..., m}.
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MIESZANA CALKOWITOLICZBOWA OPTYMALIZACJA
KWADRATOWA C.D.

Niektérymi podproblamami MIO s3 problemy kwadratowej
optymalizacji wypuktej (Z = )), mieszane catkowitoliczbowe i
liniowe problemy optymalizacyjne (Q = Opmxm). Przyktadowe
zaawansowane programy analizujace te problemy to CPLEX, Gurobi
i Xpress.

ALEKSANDER MILACH UNIWERSYTET W ROCLAWSKI

PROBLEM OPTYMALNEGO PODZBIORU



SPOSOBY WYRAZENIA PROBLEMU OPTYMALNEGO
PODZBIORU PRZEZ MIO

Proste sformutowanie problemu BSS moze by¢ nastepujace:
1
Z; = min Z|ly — X33
1= min 2||y Bll2

takie, ze: — Myz; < ;i < Myz;, i=1,...,p,
zZi € {071}

p
Zzi < k7
i=1

gdzie z € {0, 1}P oraz My jest stata taka, ze rozwiazanie B spetnia
HBHOO < My. Jeslizi =1, to ’6,’ < My, jeéli zi=0,to 8; =0,

p A
skad > z; jest iloscia niezerowych wspétrzednych w wektorze 3.
i=1
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SPOSOBY WYRAZENIA PROBLEMU OPTYMALNEGO
PODZBIORU PRZEZ MIO C.D.

Powyzsze sformutowanie jest powigzane z problemem LASSO.
Rozwazmy uwypuklenie zbioru rozwiazan z ich ograniczeniami

P
Conv ({,@ HBil < Myzj,zi € {0, 1}, i=1,...,p, ZZ; < k})

i=1

={B:[|Blloc < Muy, [|Bllx < kMy} C{B:|[Bl1 < kMuy}.
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SPOSOBY WYRAZENIA PROBLEMU OPTYMALNEGO
PODZBIORU PRZEZ MIO C.D.

1 ..
Zy = min EHy — XB||3 takie, ze ||B|lcc < My, [|B]l1 < kMy,

1
75 = mﬁin 5|yy — XB||3 takie, ze ||B]]1 < kMy,

gdzie Z3 jest doktadnie problemem LASSO. Jest to uogélnienie
problemu Z,, w ktérym dodatkowo kontrolujemy poszczegélne
wartosci ;. W zwiazku z tym zachodza nastepujace nieréwnosci
Z3 < Zp < Z4, gdzie w praktyce s3 to nieréwnosci ostre. Okazuje
sie to istotne w kontekscie szacowania rozwigzania przez MIO,
poniewaz programy najpierw wykorzystuja ciagte uogdlnienie Z;.
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Bedziemy rozwazali réwniez nastepujace sformutowanie:

1
Zs = min =|ly — X3|[3
o= min Jly — X813

takie, ze: ||Bllo < k,
[18]loc < My, |IB]l1 £ My,
IXBlloe < My, X8l < M.



SPOSOBY WYRAZENIA PROBLEMU OPTYMALNEGO
PODZBIORU PRZEZ MIO C.D.

Dla dostatecznie duzej wartosci statej M dla sformutowania Z;
lub statych MU,MZ,M%,ME, dla sformutowania Z; rozwigzanie
problemu bedzie rozwigzaniem wyjéciowego problemu. Kiedy ich
warto$¢ bedzie zbyt mata, mozemy otrzymaé rozwiazanie inne niz
dla BSS. Pokazemy teraz jak wyliczy¢ te ograniczenia z
analizowanych danych.
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SPECYFIKACJA PARAMETROW PRZEZ SPOJNOSC I
OGRANICZONE WARTOSCI WLASNE

Definiujemy funkcje kumulowane]j spéjnosci

wu[k] = max maxZ|

1=

gdzie Xj,j =1, ..., p s3 kolumnami macierzy X. W szczegélnosci
dla k = 1 otrzymujemy sp6jnos¢ jako miare maksymalnej korelacji
miedzy kolumnami macierzy X: p = p[1] = max;-; [(X;, X;)|.
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Skorzystamy réwniez z nastepujacego wyrazenia warunku
ograniczonych wartosci wtasnych:

Amin(X[X1) > 7 dla dowolnego | € {1, ..., p} takiego, ze |/| < k,

gdzie Amin(X]X/) jest najmniejsza wartoscia wtasng macierzy
XTX;.



Mamy nastepujace ograniczenia:
(a) ulk] < pk,
(b) e=1—plk—=1]=>1—pu(k—1).




Uzyteczne bedzie réwniez pojecie normy operatorowej macierzy.
Dla ustalonych (p, g) norme operatorowa macierzy A definiujemy
jako [|A[| := maxjy||,=1 ||Aul|,. Bedziemy uzywali jedynie (1,1)
normy operatorowej.




SPECYFIKACJA PARAMETROW PRZEZ SPOJNOSC I
OGRANICZONE WARTOSCI WLASNE C.D.

TWIERDZENIE

Niech kolumny macierzy X maja norme ¢» réwna 1. Dla dowolnego
I c{1,...,p}, gdzie |l| = k, mamy:

(a) [IX] X = 1[[11 < plk — 1],

(b) Jesli X[ X, jest odwracalna oraz || X[ X; — 1|11 < 1, to

IXTX) 7M1 < ey

ALEKSANDER MILACH UNIWERSYTET W ROCLAWSKI

PROBLEM OPTYMALNEGO PODZBIORU



SPECYFIKACJA PARAMETROW PRZEZ SPOJNOSC I
OGRANICZONE WARTOSCI WLASNE C.D.

Pamietajac, ze X;,j = 1,..., p oznaczaja kolumny X oraz ze
[1Xj||2 = 1, wprowadzmy sortowanie korelacji:

(X, Y| = [(X2y, Y01 > o > (X, ¥)

Przez x;,i = 1, ..., n bedziemy oznaczali wiersze macierzy X.
Dodatkowo, niech ||x;||1.x 0znacza sume k najwiekszych co do
wartosci bezwzglednej elementéw x;,j = 1,..., p.

Woéwczas dla dowolnego k > 1 takiego, ze u[k — 1] < 1 rozwiazanie

N

3 problemu BSS spetnia nastepujace ograniczenia:
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TWIERDZENIE

° A 1 )
Hﬁ!hél_ﬂ[k_l];Kx(j)vyH,
°
. 1| , 1
|1B]c0 < min % ;(X(j)7>/>|a\/7—k|!ylz :
°

[1XBllx < min {Z IXillooHﬁHl,\/Ellyllz} :

i=1

Xl < (o Il ) 1Bl
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L8Learn is a fast toolkit for LO-regularized learning. LO regularization selects the best subset of features and can outperform
commonly used feature selection methods (e.g., L1 and MCP) under many sparse learning regimes. The toolkit can (approximately)
solve the following three problems

I,a'i,l,g g(ynﬂﬂ + (mu }) + A”ﬂ“!} (LO)

i f(yx,ﬂoJr(w.,ﬂ)Hf\llﬁlluHllﬂHl (LoL1)
=1

ﬂzgynﬂo mnﬂ +)‘”ﬁ”0+7“HH2 (LUL2)
B =1






POROWNANIE Z KRYTERIAMI INFORMACYJNYMI

W symulacji poréwnujemy nastepujace metody:
o mBIC2 z procedura stepwise z biblioteki bigstep
@ LOLearn.fit z karg LO i optymalna rzadkoscia wektora
wspétczynnikéw
@ LOLearn.fit z kara LO i rzadkoscia wektora wspétczynnikéw
najblizsza tej, wybranej przez mBIC2.
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