Knockoft - wprowadzenie, motywacja, podstawowe pojecia,
mozliwe zastosowania 1 ich rozszerzenia

1 Wprowadzenie

W wielu dziedzinach nauki widzimy wszechstronne zastosowania matematyki, ktére pomagaja nam wy-
jasnié i opisa¢ dane. Kiedy$ ktos powiedzial, ze matematyka jest jezykiem opisujacym Sswiat i to dzieki
niej wiemy az tak duzo. Wezmy pod uwage medycyne, ktéra nieustannie si¢ rozwija. To wtadnie tam
obserwujemy zmienng odpowiedzi wraz z duza liczba potencjalnych zmiennych objasniajacych. Naszym
zadaniem, w tak postawionym problemie, jest znalezienie zmiennych, ktére sg naprawde powiazane z
nasza zmienna odpowiedzi przy jednoczesnej kontroli pewnego czynnika. Tym czynnikiem jest frakcja
falszywych odkryé, czyli oczekiwany odsetek falszywych odkryé¢ wéréd wszystkich odkryé. Aby zapewnié
naukowca, ze wiekszo$é okryé jest rzeczywisdcie prawdziwa i mozliwa do odtworzenie, dany czynnik po-
winien by¢ do$¢ maly. Z reguly standardowa kontrola FDR na poziomie 0.05 lub 0.1 jest zadowalajaca.
Relatywnie nowa procedura selekcji zmiennych kontrolujaca frakcje falszywych odkryé w statystycznym
modelu liniowym jest filtr knockoff - przy zalozeniu, ze ilo$¢ obserwacji jest co najmniej tyle co zmien-
nych. Dana metoda daje doktadng kontrole FDR w skoriczonej prébie, bez wzgledu na macierz planu czy
zmienne towarzyszace oraz bez wzgledu na wahania wspotczynnikoéw oraz nie wymaga znajomosci szumu.
Odwotujac sie do nazwy, metoda polega na wytwarzani zmiennych knockoff, ktére sa malo restrykcyj-
ne, czyli nie wymagaja duzych zatozen aby poprawnie dzialaé¢ oraz tanie - ich konstrukcja nie wymaga
nowych danych i sg tak skonstruowane aby nasladowaé strukture korelacyjna znaleziong w istniejacy
zmiennych. Ta wlasno$¢ pozwala nam na dokladna kontrole FDR, wykraczajac poza standardowe meto-
dy dzieki metoda opartym na permutacjach. Dzigki bardzo ogdlnej formie i elastycznosci metoda moze
wspolpracowaé z szeroka klasa statystyk testowych. W literaturze mozemy spotkaé sie z wykorzystaniem
metody regularyzacyjnej LASSO do wyliczania statystyk. LASSO dzieki swojej sktonnosci do rzadkiej
regresji pokazuje (w analizie empirycznej), ze otrzymana metoda ma znacznie wyzsza moc, niz istniejace
reguly wyboru, gdy odsetek zmiennych zerowych jest wysoki.

Jest wiele spekulacji na temat skad narodzita si¢ ta procedura, ale najbardziej wiarygodna wydaje sie,
ze jej poczatek mozemy znalez¢ w medycynie. W takim razie, gdzie mozemy zaobserwowac¢ kopie bardzo
zblizonych danych, ale nie wynikajacej z klonowania danych komérek? Odpowiedz jest dos¢ prosta, bo
chodzi tutaj o bliznieta jednojajowe, ktére w swojej strukturze niosa bardzo podobna strukture DNA.
Pewien naukowiec zauwazyl, ze jedno z blizniat jest chore na pewna chorobe, a drugie jest zdrowe. I stad
wlasnie mogla narodzi¢ sie idea stworzenia tej metody.

2 Wstep

Jednym z najwazniejszych tematéw obecnych badan statystyki teoretycznej jest zrozumienie wtasciwosci
wnioskowania o skonczonej prébie procedur, ktére wybieraja i dopasowuja model do naszych danych.
Dana metoda dotyczy wlaénie tego projektu i skupia sie na dokladnosci doboru zmiennych w klasycznym
modelu liniowych regresji liniowe;.

Zal6ézmy hipotetycznie, ze zaobserwowaliSmy interesujaca nas zmienna odpowiedzi y i wiele poten-
cjalnych objasniajacych zmiennych X; na n jednostkach obserwacyjnych. Dodatkowo wprowadzmy, ze
nasze obserwacje sa zgodne z klasycznym modelem regresji liniowej

y=XB+e,

gdzie jak zwykle y € RP jest wektorem odpowiedz, X € R"*P jest znang macierzg planu zawierajacg
wartoéci naszych predykotréow, 3 € RP jest nieznanym wektorem wspétczynnikéw oraz € ~ N(0,0%1)
to szum Gaussa. Ze wzgledu, ze interesuje nas tylko prawidtowe wnioskowanie na podstawie skonczenie
wielu prébek, to ograniczamy si¢ do przypadku, gdzie ilo$¢ obserwacji jest wigksza badz réwna ilodci



potencjalnych zmiennych objasniajacych (n > p), poniewaz w przeciwnym razie nasz model nie bylby
nawet identyfikowalny. Obecnie w nowoczesnych warunkach jest tak, ze wsréd wielu, ktére zostaly zare-
jestrowane, zazwyczaj jest tylko kilka istotnych zmiennych. Przykladem moze by¢ dziedzina medycyny,
w ktorej zazwyczaj oczekujemy, ze tylko kilka genéw jest powiazanych z fenotypem, ktory nas interesuje.
W przypadku omawianego w danym raporcie modelu liniowego oznaczaloby to, ze tylko kilka sktadowych
parametru ma by¢ niezerowa. W $wieci statystyki czy ukladéw dynamicznych mamy ogromny wachlarz
metod i procedur, ktére strategicznie dopasuja sie do naszych danych, ale dla wiekszo$ci z nich nie mam
zagwarantowane]j kontroli oczekiwanej liczy proporcji falszywych odkryé. Natomiast proponowana kon-
trola wspolczynnika frakeji fatszywych odkry¢ wsrod wszystkich wybranych zmiennych, czyli wszystkich
zmiennych uwzglednionych w naszym modelu jest zachowana.

Nieformalnie wspoétczynnik frakeji falszywych odkryé jest zdefiniowany jako oczekiwana proporcja
blednie wybranych zmiennych falszywych. Falszywe odkrycia to zmienne, ktére nie pojawia nie poja-
wiaja sie w prawdziwym modelu. Natomiast formalnie FDR procedury selekcji zwracajacej podzbiér S
zmiennych jest zdefiniowany jako

#{j:B;=0,j€S}

FDR =E =
max{#{j € S}, 1}

(1)

Powiemy, ze reguta kontroluje FDR na poziomie ¢, je$li gwarantuje sig, ze jego FDR bedzie co najwyzej q
niezaleznie od warto$ci wspolczynnikéw. Wyobrazmy sobie, ze mamy procedure, dzieki ktorej dokonano
wlagnie 100 odkry¢. Zakladajac, ze nasza procedura kontroluje FDR na poziomie 10%, oznaczaé to bedzie,
ze mozemy oczekiwac, ze co najwyzej 10 z tych odkry¢ bedzie falszywa, co za tym idzie co najmniej 90
zmiennych bedzie prawdziwych. Rozpatrujac dane pochodzace (lub bedace wynikiem) z eksperymentu
naukowego, spodziewalibySmy sie, ze wigkszos¢ zmiennych wybranych w procedurze knockoff odpowiada
rzeczywistym efektom, ktére mozna odtworzy¢ w wyniku eksperymentéw uzupelniajacych.

W jezyku testowania hipotez interesuja nas hipotezy Hj; 3; # 0 i chcemy znalez¢ procedure wielo-
krotnych poréwnan, ktéra mogtaby w stanie odrzuci¢ indywidualne hipotezy, kontrolujac FDR. Znacznie
czesciej uzywana jest terminologia z testowania hipotez, dlatego wprowadzimy inne stownictwo, ktore
bedzie przydatne w dalszej czeéci prezentacji. Mozemy powiedzie¢, ze H; zostata odrzucona, co bedzie
oznaczalo, ze cecha j zostala wybrana lub mozemy powiedzieé¢, ze dane dostarczaja dowodéw przeciwko
Hj, co oznacza, ze zmienna j-ta prawdopodobnie nalezy do modelu.

3 Filtr knockoff

W tej czesci przedstawimy procedure kontrolna FDR, ktéra gwarantuje dzialanie w ramach dowolnej
oraz stalej macierzy planu X, o ile oczywiscie n > p, a odpowiedz jest zgodna z liniowym modelem
Gaussa. Wazna cecha tej procedury jest to, ze nie wymaga ona znajomosci poziomu szumu. Nie zaklada
tez zadnej wiedzy na temat iloSci zmiennych w modelu, ktéra moze by¢ dowolna. Ponizej przedstawiamy
trzy etapy konstruowania knockoff.
Krok 1. Konstruowanie knockoff
Dla kazdej cechy X; w modelu (tzn. dla kazdej j-tej kolumny macierzy X) konstruujemy ceche knoc-
koff X. Celem zmiennych knockoff jest nasladowanie struktury korelacyjnej oryginalnych cech w bardzo
specyficzny sposob, ktéry pozwoli na kontrole FDR.

W szczegdlnoéei aby wyliczyé knockoff musimy obliczyé macierz Gram dla oryginalnych cech i po
dokonaniu normalizacji tej macierz, tak aby ¥;; = 1 dla kazdego j = 1,...,p. Zapewnimy, ze te funkcje
sg zgodnie na postawie ponizszych wzoréw

X'X=x XTX = ¥ — diag{s}

gdzie s jest p-wymiarowym nieujemnym wektorem. Innymi stowy, mozemy powiedzie¢, ze X ma te sama
strukture kowariancyjng co oryginalna macierz planu z dodatkowym czynnikiem, ze kowariancja miedzy
zmienna oryginalna a jej kopia knockoff jest mozliwie najmniejsza. Aby upewni¢ sie, ze nasza metoda ma
dobra moc statystyczng do wykrywania sygnaléow, to powinnidémy wybiera¢ takie wielkosci s tak duze,
jak to mozliwe, zeby zmienna X; nie byla zbyt podobna do jej knockoff X;.

Strategia konstrukeji knockoff jest taki wybér parametréw s, dla ktérych diag{s} = ¥ i procedura
konstrukeji knockoff wyglada nastepujaco

X = X(I — £~ 'diag{s}) + UC



gdzie U jest macierzgq rozmiaru n x p ortogonalna do macierzy planu X, oraz CTC = 2diag{s} —
diag{s}>~tdiag{s} odpowiada dekompozycji Choleskiego.

Krok 2. Obliczanie statystyki dla kazdej pary zmiennych oryginalnych i knockoff

Chcemy teraz wprowadzi¢ statystyke W; dla kazdego j = 1,...,p, co pomoze nam oddzieli¢ te zmienne,
ktére sa w modelu, od tych ktére nie sg. Te W; sg tak konstruowane, ze duze wartosci dodatnie sa dowo-
dem przeciwko hipotezie zerowej H;. W naszym przypadku bedzie to model LASSO, ktéry wykorzystuje
regresje z czynnikiem karu w ’L-One’, ktora przyjmuje rzadkie oszacowanie wspdlczynnikéw, podane
przez formute LASSO:

- 1
BOY = 311 = X8I + 11511

W przypadku rzadkich modeli liniowych wiemy, ze LASSO jest asymptotycznie doktadny zaréwno dla
wyboru zmiennych, jak i dla oszacowania wspotczynnika lub sygnalu. Nawet w przypadku nieasymp-
totycznym bedziemy patrzyli na dane rozwiazanie, poniewaz wtedy nasza metoda wrzuci zasadniczo
znaczace zmienne i dodatkowo bedziemy mieli w zbiorze kilka falszywych zmiennych. Przyjmujac Z;
jako punkt na $ciezce LASSO, w ktérym X; pierwszy raz wchodzi do modelu

Zj:sup{)\: Bj;éO}.

Mamy wtedy nadzieje, ze Z; jest duze dla wiekszosci sygnatéw i mate dla wiekszoSci zmiennych zero-
wych. Jednak, aby méc to okresli¢ ilosciowo i wybraé¢ odpowiedni prég do wyboru zmiennych, musimy
uzy¢ zmiennych knockoff do skalibrowania naszego progu. Majac to na uwadze, zamiast tego obliczamy
statystyki pogrupowane w pary tzn. (Xj; X ;) dla kazdego j =1,...,p i uzywamy innej statystyki

W, =max{Z;, Z;} - { J_ri gj z gj

(dodatkowo mozemy ustali¢ 0 w przypadku, gdy Z; = Zj). Duza dodatnia wartos¢ W; wskazuje, ze
zmienna X; wchodzi do modelu LASSO wczesnie (przy pewnej duzej wartosci) i robi to przed swoja ko-
pia knockoff X ;- Jest to wiec wskazéwka, ze zmienna ta jest prawdziwym sygnatem i nalezy do modelu.
Mozemy réwniez rozwazy¢ inne alternatywy dla konstruowania W}, np. na przykltad, zamiast rejestrowaé
wprowadzanie zmiennych do modelu LASSO, mozemy rozwazy¢ metody wyboru w przod i zarejestrowaé
kolejnoséé, w jakiej zmienne sa dodawane do modelu. W pézniejszej czedci wskazemy kilka innych mozli-
wosci definiowania statystyki W.

Krok 3. Obliczanie progu dla statystyk zalezny od danych.

Chcemy wybra¢ takie zmienne, aby W; bylo duze i dodatnie tzn. takie W; > ¢ dla pewnego ¢ > 0. Usta-
lamy dowolny poziom ¢, ktory odpowiada za kontrole FDR. Dla takiego problemu zdefiniujemy prég 7

nastepujacej postaci
#j: Wity ¢
max{#{j: W; > t},1}

gdzie zbior W = {|W;| : j =1,...,p} jest zbiorem unikatowych wartosci niezerowych osiaganych przez
W;. Zobaczymy, ze utamek pojawiajacy si¢ powyzej jest oszacowaniem odsetka falszywych odkry¢, gdy-
by$my wybrali wszystkie cechy W; > t. Z tego powodu czesto bedziemy nazywad ten utamek ’szacunkows
wartosciag FDP’.

Na rysunku przedstawiono reprezentacje danego korku, na ktérym wykre§lono punkty (Z;, Zj) dla
kazdej cechy j. Czarne kropki oznaczaja cechy zerowe, a natomiast czerwone punkty oznaczaja sygnal
rzeczywisty. Przypomnijmy, ze W; jest dodatnia, jesli oryginalna zmienna zostanie wybrana przed jej
knockoffem (Z; > Z;) w przeciwnym razie jest ujemna (Z; < Z;). Dlatego cecha j, ktérej punkt lezy
ponizej przerywanej linii ukoénej na rysunku, ma wtedy dodatnig wartos¢ W;, podczas gdy punktom
powyzej przekatnej przypisuje si¢ ujemne Wj.

Przejdzmy teraz do formalnego zdefiniowania pierwszej wersji knockoff

T:min{tEW:

Definicja 1 (Knockoff). Skonstruuj X jak w powyzszych powyzszej procedurze i oblicz statystyki W
spetniajgce wilasciwosci wystarczalnosci i antysymetrii. Nastepnie wyliczamy zbior potencjalnych falszy-
wych hipotez zerowych A

S={j:W; 2T}
gdzie T jest progiem dla procedury $cisle zwigzanym z danymi.

Jedna z najwazniejszych cech tej procedury jest kontrola FDR na poziomi g. Méwi o tym nastepujace
twierdzenie
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Rysunek 1: Przyklad wykorzystania knockofféw w przypadku macierzy gaussowskiej oraz gdzie sygnat
jest dosé staby.

Twierdzenie 1. Dia dowolnego q € [0,1] metoda knockoff spelnia wymagania

E[#{j: B; =0 oraz jeg}l <4
#{jnjeSt+qt

gdzie przyjmujemy szum Gaussa z modelu liniowego, dla ktdrego X oraz X sq ustalone.

Istnieje réwniez bardziej konserwatywna procedura, ktora jest zdefiniowana w nastepujacy sposoéb

Definicja 2 (Knockoff+). Wybieramy model zgodnie z Definicja 1 ale z innym progiem T

Lr#{j: Wi< -t} _ }
max{#(j - W; > 15,1} ¢

Wyjaénilidmy, dlaczego duza dodatnia wartos¢ W; niesie pewne dowody przeciwko hipotezie zerowej
H; : 3; = 0 a teraz podajemy krétka intuicje, w jaki sposéb nasz konkretny wybér progu umozliwia
kontrole FDR, (lub zmodyfikowanego FDR). Sposéb, w jaki skonstruowano statystyki W, sugeruje, ze
znaki W; sg i.i.d. dla "hipotez zerowych’; to znaczy dla tych j jest takich, ze 3; = 0. Dlatego dla dowolnego
progu t zachodzi nastepujaca réwnosé rozktadow

T:min{tGW:

#{j : Bj =0 oraz Wj>t}i#{j:ﬁj:0 oraz W; < —t}

Powracajac do naszego rysunku, ktéry przedstawia nam przyklad zagadnienia knockoff, mozemy zauwa-
zy¢, ze punkty 'zerowe’ sa rozmieszczone w przyblizeniu symetrycznie na przekatne;j.

Wszystko jest idealnie ale nadal nie mamy estymatora proporcji falszywych odkryé, ktéra jest istotna
w przypadku wyliczania i kontroli FDR. Ale to mozemy w dos¢ tatwy sposob przedstawié¢, poniewaz FDP
(proporcja falszywych odkryé), to po prostu ilo$é falszywych odkryé podzielona przez ilosé¢ wszystkich
odkry¢, co mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

#{j: Bj=0oraz W; >t} #{j: ;=0 oraz ng—t}< #{j : W, < —t} —P{D\P(t)
max{#{j : W; >t},1} ~  max{#{j : W; > t},1} " max{#{j : W; >t},1}




gdzie F{D\P(t) jest estymatorem FDP(t). Procedure knockoff mozna interpretowaé jako znalezienie progu
przez T = {t € W : FDP(¢) < ¢}.

4 Konstruowanie probek knockoff

Zaczniemy od konstruowania knockoff X i macierzy ¥ = XTX. Abyémy mogli zastosowaé te metode
musimy zaltozyé¢, ze n > p.

4.1 Naturalny przypadek n > 2p

Zarys danego przypadku zostal juz przedstawiony wczesniej, ale teraz zajmiemy si¢ bardziej szczegdtowo
tym przypadkiem. Macierz X powinna spelnia¢ nastepujaca strukture kowariancji

5 5 b)) Y —diag{s} |

X XX X] = | 5 — diag{s} ) G

gdzie s jest p-wymiarowym wektorem. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby X istnial, jest to,
aby macierz G byla pét-dodatnio okreslona. Uzywajac reguty Schur mozemy zredukowaé troche problem
do nastepujacej postaci

A=Y — (¥ - diag{s}) (2 — diag{s}) = 2diag{s} — diag{s}>'diag{s}

macierz A powinna by¢ rowniez pol-dodatnio okreslona. Zapisujac macierz A w postaci macierzowej
mamy
diag{s} = 0

o diag{s} | 2% — diag{s} = 0

diag{s} 2diag{s} | “

Na tej postawie mozemy juz skonstruowaé kopie knockoff, ktéra jest nastepujacej postaci

X = X(I — ¥ 'diag{s}) + UC

gdzie macierz U jest macierza wymiaru n x p ortogonalng do kolumn macierzy planu X (czyli UX = 0),
dopéki macierz A jest dodatnio okreslona to mozemy dokonaé dekompozycji Choleskiego (A = CTC),
gdzie C jest wymiaru p X p.

Teraz, gdy rozumiemy warunek s niezbedny do zaistnienia cech knockoff z pozadana struktura ko-
relacji, pozostaje przedyskutowaé, ktoéry z nich powinniSmy skonstruowaé, to znaczy okresli¢ wyboér s.
Metodologia bedzie uzyteczna tylko wtedy, gdy zmienne, ktére naprawde nalezg do modelu, sa wybierane
przed ich efektami negatywnymi, poniewaz w przeciwnym razie nie mieliby$my zadnej mocy. Wyobraz
sobie, ze zmienna X; jest w prawdziwym modelu. Nastepnie chcieliby$my, aby X; wchodzilo przed X -
Aby tak sie stalo, potrzebujemy, aby korelacja miedzy X j a rzeczywistym sygnalem byta mala, aby f(j
nie wchodzito wczesnie do modelu LASSO. Innymi stowy, chcielibysmy, aby X i )~(j byly wzgledem
siebie jak najbardziej ortogonalne. W sytuacji, w ktérej cechy sa znormalizowane ¥,; = 1 dla wszystkich
j =1,...,p, chcemy aby )N(J.TXJ- = 1 — s; bylo jak najblizsze zeru. Ponizej rozwazmy dwa szczegélne
przypadKki:

e Equi-correlated knockoffs: W tym przypadku s; = min{2 - Anin(2), 1} dla kazdego j = 1,...,p,
wiec wszystkie korelacje przyjmuja te sama wartosé

< Xj; Xj >=1— mln{2 . Amin(z)v 1}

e SDP knockoff: Inna mozliwoécia jest wybranie odchylen, tak aby $rednia korelacja miedzy orygi-
nalng zmienng a jej odchyleniem byla minimalna. Odbywa sie to poprzez rozwiazanie problemu
wypuklosci

minimize . [1 — sj]
subject to  s; > 0
2% = diag{s}



4.2 Przypadek gdy p<n<p

Kiedy n < 2p, nie mozemy juz znalezé podprzestrzeni wymiaru p, ktéra jest ortogonalna do X, wiec nie
mozemy skonstruowaé¢ U jak powyzej. Mozemy jednak nadal uzywaé filtru knockoff, o ile poziom szumu
jest znany lub mozna go oszacowaé - na przyklad w modelu szumu Gaussa (1 1) mozemy wykorzystac
fakt, ze rezydualna suma kwadratéw z pelnego model ma rozklad ||y — X ﬂ||2 ~ X2 _p» gdzie ﬂ jest
estymatorem najmniejszych kwadratéw. Teraz niech 62 bedzie estymatorem o2 oraz nasz nowy wektor
y' ~ N(0,6°T). Jesli n — p jest duze, wéwczas 6 bedzie niezwykle dokladnym oszacowaniem i mozemy
postepowac tak, jakby o i 6 byly rowne. Nastepnie zwiekszamy wektor odpowiedzi y nowym wektorem
y' dlugosci (n — p) i powigkszamy macierz projektu X o n — p wierszy zer. Tym samym

o L (3 ]

Mamy teraz model liniowy ze zmiennymi p i obserwacjami 2p, wiec mozemy zastosowad filtr knockoff do
tych danych powigkszonych wierszami, uzywajac metody opisanej dla ustawienia n > 2p.

5 Wlasnosci statystyki W

1. Moéwi sie, ze statystyka W jest zgodna z wlasciwoscia wystarczalnodci, jesli W zalezy tylko od
macierzy Grama i od wewnetrznych iloczyndéw odpowiedzi cechy; to znaczy mozemy pisaé

W= f (IX XI7Ix X, (¥ XT)

2. Méwi sig, ze statystyka W jest zgodna z wlasciwoscig antysymetrii, jesli zamiana X i X j ma wplyw
na zmiane znaku W; - to znaczy dla dowolnego S

W; ([X Xswap(s): y) =W; ([X X], y) { i i;g

6 Mozliwe zastosowania

Przedstawimy tutaj kilka mozliwych zastosowan knockoffow:

1. Gaussowskie modele - zwykla regresja liniowa, gdzie zakladamy zwiazek liniowy pomiedzy y a
macierzg planu X

2. Modele Markowa

3. Ukryte modele Markowa



7 Symulacje numeryczne
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