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Woprowadzenie

Wprowadzenie

Dlaczego liniowe?

o exp(Bo+8TX)
PG = 1X =) = T oo + B7%)

1
PG = 2X =) = T oo + A7)

Odpowiedz: Liniowa granica decyzyjna.

——~ =Fo+B"x
=X
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Woprowadzenie

Przyktady

Przyktady klasyfikatoréw liniowych:
@ Liniowa analiza dyskryminacyjna
@ Regresja logistyczna

@ Hiperptaszczyzny separujace
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant
Analysis)

Szukamy: Pr(G|X)

Niech fx(x) bedzie gestoscia X w grupie G = k oraz niech 7y
bedzie prawdopodobienstwem, ze obserwacja pochodzi z klasy k
. K o

| Zk:l T = 1.

Z twierdzenia Bayesa otrzymujemy:

PH(G = k|X = x) = Pr(G N X) _ Pr(X|G)Pr(G)  fi(x)mk

Pr(X) PriX) 2 (o)
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

Wyprowadzenie LDA

Zatézmy, ze w kazdej klasie zmienne maja rozktad normalny:

W) = Gy P (6~ 1m0 E (= )

LDA dodatkowo zaktada, ze w kazdej z grup mamy taka sama
strukture kowariancji: Xy = X Vk. Wéwczas mozemy wyprowadzi¢
iloraz log-wiarogodnosci:

Pr(G=kIX=x) fi(x) Tk
o8 B G =X =x) B Rx) T8,
T 1 _ 1
— tog 7% = 2+ w)E (e — ) Y

+x T (ke — )
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

Funkcja decyzyjna

Funkcja granicy decyzyjnej przyjmuje zatem liniowg forme (linear
discriminant function):

_ 1 _
Ok(x) = xTT g — EMkTZ Lk + log 7y

Natomiast gdy nie mamy spetnionego zatozenia ¥, = ¥ Vk,
wéwczas otrzymujemy kwadratowa funkcje decyzyjna (quadratic
discriminant function):

1 1 _
Ok(x) = = log [Tu| — 5 (x = p) T (x — k) + log
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

LDA vs QDA
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

LDA vs QDA
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

Regularyzowana Analiza Dyskryminacyjna

Friedman (1989) zaproponowat kompromis pomiedzy LDA i QDA:
Si(e)=ali+(1—a)s
Dodatkowo mozna wprowadzi¢ dodatkowa modyfikacje ¥:

E(7) =1L+ (1—7)+ 87

Potaczenie tych dwéch modyfikacji prowadzi do powstania
ogolniejszej rodziny macierzy kowariancji > (av, 7).
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Liniowa analiza dyskryminacyjna (Linear Discriminant Analysis)

Regularyzowana Analiza Dyskryminacyjna

Reqularized Discriminant Analysis on the Vowel Data
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Misclassification Rate
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Regresja logistyczna

Regresja logistyczna

Celem regresji logistycznej jest modelowanie prawdopodobienstwa
zdarzenia, ze obserwacja nalezy do danej klasy w taki sposéb, aby
prawdopodobienstwa sumowaty sie do 1, model przyjmuje
nastepujaca forme:

Pr(G = k|X = x)
Pr(G = KX = x)

Woéwczas szukane prawdopodobienistwa maja nastepujaca postaé:

log

=Bro+Bix dlak=1,.K-1

B o exp(Bro + B/ x)
Pr(G = k|X =x) = 1+ 315 exp(Bio + 8] x)

1
1+ S exp(Bio + B/ %)

ydlak =1,..,K-1

Pr(G = K|X =x) =
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Regresja logistyczna

Uczenie modelu

Model regresji logistycznej uczymy z wykorzystaniem metody
najwiekszej wiarogodnosci (MLE), gdzie log-wiarogodno$¢ dla
préby N-elementowej przyjmuje postac:

N
1(6) = 3" log pg (xi:6).

gdzie py(xi; 0) = Pr(G = k|X = x;; 0) oraz

0 = (B10, 87 + - Bk—1)0: Brc—1)

Najczesciej regresje logistyczna stosuje sie w problemie klasyfikacji
zmiennej zero-jedynkowej, wéwczas mozemy réwniez zapisaé
p1=p(x;0)ipo=1—p(x;0).

12/20



Regresja logistyczna

Uczenie modelu cd.

Funkcje wiarogodno$ci mozemy zatem zapisa¢ nastepujaco:

N
1(8) = > _{ilog p(xi; B) + (1 — yi) log(1 — p(xi; 8))}
',:Vl (2)
= > {iBTxi — log(1 +exp 57 x)}
i=1

Tutaj = (10, 01) i zaktadamy, ze obserwacja x; zawiera 1
odpowiadajaca wyrazowi wolnemu (intercept).
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Regresja logistyczna

Maksymalizacja funkcji log-wiarogodnosci

W celu maksymalizacji funkcji log-wiarogodnosci przyréwnujemy
pochodna do 0:

N
g = in(y,' — p(xi; 3)) =0

Do rozwigzania powyzszego problemu uzywa sie np. algorytmu
Newtona - Raphsona, ktéry potrzebuje Hesjan:

213 N
Oﬂaﬂ-)’— IZ;X,X p(xi; B)(1 — p(xi; B))
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Regresja logistyczna

Algorytm Newtona-Raphsona

Zaczynajac od 3°, pojedyczy krok algorytmu wyglada
nastepujaco:

°1(0) -1 91(9)
03087’ 9B

pochodne liczone s w punkcie 3°/9.
Gradient i Hesjan mozemy zapisa¢ w formie macierzowe;j:

o01(5)

Bnew — ﬂold _ (

oy T(y
W—X (y —p)
’IB) T
950AT =-X"WX
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Regresja logistyczna

Algorytm Newtona-Raphsona

Krok algorytmu mozemy zatem zapisac:

ﬁnew _ ﬁold + (XTWX)—IXT(y _ P)
— (XTWX)IXTWXE Wy —p)  (3)
=(X"TwXx) ' x"w:z
W drugiej i trzeciej linijce zapisaliémy krok algorytmu jako metode

"wazonych najmniejszych kwadratéw” ze "skorygowana” zmienng
odpowiedzi:

2= (X% + Wiy - p)

16 /20



Regresja logistyczna

Podsumowanie

W kazdym kroku algorytmu rozwigzywany jest problem:
G — argmin(z — X5)W(z — X3).

punktem startowym dla metody iteracyjnej moze by¢ 3 = 0,
algorytm z reguty zbiega.
Biblioteki w R z implementacjami regresji logistyczne;j:

e stats (funkcja: glm - podstawowa, zmienna odpowiedzi
zero-jedynkowa)

@ glmnet (rozbudowana i efektywna nawet dla duzej liczby
obserwacji i parametréw, dostepna wieloklasowa zmienna
odpowiedzi)

Zaletg regresji logistycznej w analizie danych jest naturalna
interpretowalno$¢ parametréw.
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Ptaszczyzny separujace

Perceptron Rosenblatta

Cel: minimalizacja odlegtosci Zle sklasyfikowanych punktéw od
granicy decyzyjne;.

Jedli y; = 1 jest zle sklasyfikowane, wéwczas x;' 3 + (o < 0, a gdy
yi = —1, jest Zle sklasyfikowane mamy: X,-Tﬂ + 5o > 0.

Naszym celem jest minimalizacja nastepujacego wyrazenia:

D(B,50) = — > yi(x] B+ Bo),

ieM
gdzie M jest zbiorem indekséw Zle sklasyfikowanych punktéw.
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Ptaszczyzny separujace

Perceptron Rosenblatta c.d.

Gradienty wzgledem (i By wygladaja nastepujaco:

8D(ﬂ ﬁO o ZYX

ieM
9D(B, o)
90 EZM Y

Zatem parametry sg aktualizowane w nastepujacy sposéb:

BY_ (B YiXi
(ﬁo) (ﬂo) TP ( Yi ) ’ )
gdzie p jest wielkoscig kroku.
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Ptaszczyzny separujace

Perceptron Rosenblatta c.d.
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